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Introduccion.

Resena Historica:

Con anterioridad al afio 1900, el trabajo de los cientificos en la disciplina del analisis estructural, se
dirigié fundamentalmente hacia el calculo de las fuerzas interiores, en elementos de armaduras
metalicas, tanto isostaticas como hiperestaticas.

Surge el método de las fuerzas y los porticos comienzan a calcularse por este método o por métodos
aproximados.

No es hasta el afio 1914, en que aparece en Alemania, formulado por Axel Bendixen el llamado
“Slope — Deflection Method”, y se empieza a enfocar el método de los desplazamientos, en
elementos lineales, tales como armaduras y porticos, donde las ecuaciones de equilibrio, son en
términos de fuerzas, se parte a priori de una distribucion de tensiones, ya sea constante (armaduras)
o lineales (porticos), origindndose un sistema de ecuaciones algebraicas.

Dado el enfoque escalar del método, cuando se desea abordar el anélisis de estructuras continuas, el
problema pasaba a ser mucho mas complejo, pues habia que recurrir a un analisis diferencial del
fenomeno y en las ecuaciones de equilibrio, en lugar de aparecer fuerzas aparecen tensiones, dando
lugar a ecuaciones diferenciales.

Con el surgimiento de la computacion, aparece el método de los desplazamientos y el de la fuerzas
en su enfoque matricial y de esta forma desaparece, la incongruencia existente en el enfoque de
estructuras reticulares y continuas, ya que una estructura en vez de considerarse como un continuo
de elementos diferenciales, se toma idealmente, como un conjunto de un cierto nimero de piezas
finitas, pudiéndose abordar:

Cerchas, vigas, arcos y porticos.

Placas y cascaras con forma y carga arbitraria.
Recipientes a presion.

Torsion en barras de seccion irregular.
Analisis dinamico de porticos.

Analisis de estabilidad en porticos.

etc.

ASANENENENENEN

La formulacion que se desarrolla, se ajusta, a las hipotesis clasicas de la resistencia de materiales, o
sea:

v Proporcionalidad entre cargas y desplazamientos.
4 Principio de superposicion.
v Principio de las deformaciones pequefias.

VII
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En las ultimas décadas el desarrollo de los ordenadores ha estimulado sobremanera el trabajo de
investigacion en muchas ramas de la matematica. La mayor parte de esta actividad ha estado
naturalmente relacionada con el desarrollo de los procedimientos numéricos apropiados para el uso
de estos, y en el caso del analisis de estructuras ha conducido al desarrollo de métodos que utilizan
las ideas del algebra matricial.

El empleo de la notacion matricial presenta dos ventajas en el célculo de estructuras. Desde el punto
de vista teorico, permite utilizar métodos de calculo de una forma compacta, precisa y, al mismo
tiempo, completamente general. Esto facilita el tratamiento de la teoria de las estructuras como
unidad, sin que los principios fundamentales se vean oscurecidos por operaciones de céalculo, por un
lado, o diferencias fisicas entre estructuras, por otro. Desde el punto de vista practico, proporciona
un sistema apropiado de analisis de las estructuras y determina una base muy conveniente para el
desarrollo de programas de computacion.

En contraste con estas ventajas, debe admitirse que los métodos matriciales se caracterizan por una
gran cantidad de célculos sistematicos, y su valor en el calculo practico de estructuras se basa en la
adecuacion de los ordenadores para llevar a cabo el trabajo numérico. Se desprende de esto que el
principal campo de aplicacion esta en el célculo de grandes y complejas estructuras, en las que los
métodos manuales tradicionales requieren una dosis excesiva de esfuerzo humano. En problemas
simples, en los que los métodos existentes son plenamente satisfactorios, se gana muy poco con un
tratamiento matricial.

Aunque los métodos matriciales son de general aplicacion, sus caracteristicas esenciales se
demuestran facilmente en la mayoria de los casos por su aplicacion a tipos particulares de
estructuras en ingenieria.

Por estructuras reticulares se entendera aquellas que pueden ser esquematicamente representadas
por una serie de lineas (correspondientes a las barras), que se cruzan en puntos (correspondientes a
los nudos). Asi se consideraran las estructuras formadas por piezas como por ejemplo, las vigas,
soportes, barras y tensores, no asi las compuestas tal es el caso de las placas o laminas. Aunque se
puede argumentar que el analisis completo de una estructura lleva consigo la determinaciéon de los
esfuerzos y movimientos en cualquiera de sus puntos, en el caso de las estructuras reticulares este
interés se centra fundamentalmente en los movimientos de los nudos asi como las solicitaciones en
los elementos que concurren en estos. La razén de esto estriba en que el estado completo tensional y
deformacional de cada elemento de una estructura lineal puede determinarse completamente si son
conocidos los esfuerzos (fuerzas y momentos) que actiian en sus extremos. Una vez que estos han
sido hallados, el calculo detallado de las condiciones de puntos intermedios de un elemento depende
exclusivamente de las caracteristicas del mismo, y no de la posicidon que ocupa en la estructura.

En general se supondra que un célculo ha sido concluido cuando los movimientos de los nudos son
conocidos y las fuerzas y los momentos en los extremos de las barras han sido determinados.
Excepto en las estructuras mas simples, los valores de los esfuerzos y movimientos no pueden
hallarse exclusivamente sustituyendo ntimeros en férmulas algebraicas conocidas. Se requieren
calculos mas complejos, y en muchos casos el ingeniero se encuentra con una amplia gama de
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posibles procedimientos. La eleccion del método a seguir estd normalmente condicionada en parte
por el grado de aproximacion requerido y, en parte, por su practica y preferencia.

Cuando se comparan métodos que son igualmente precisos, la eleccion se basa en dos
consideraciones; el trabajo numérico que llevan consigo y la facilidad con que pueden detectarse y
rectificarse los posibles errores. En general se da preferencia a un método que pueda hacer uso de la
experiencia adquirida en el analisis previo de estructuras semejantes, especialmente si dicho método
permite emplear la capacidad de juicio ingenieril para efectuar aproximaciones y reducir pasos
intermedios.

El conjunto de instrucciones se denomina programa y el trabajo de preparacion es conocido como
un conjunto de pasos condicionados a operar con un conjunto fijo de nimeros (esto conduce al
ordenador a efectuar las mismas operaciones cada vez que se empleara), donde los nimeros que
forman el material caracteristico de calculo pueden ser diferente en cada ocasion. Por lo anterior, si
existe un programa para un determinado proceso de calculo, todos los problemas para los que dicho
calculo proporciona los medios para su solucion pueden considerarse “resueltos”.

Decir en este sentido, que existe un solucion, significa considerablemente mas que la mera
existencia de una teoria matemdtica o una teoria numérica, significa en efecto que cualquier
problema cubierto por el programa puede ser resuelto completamente en términos numéricos
introduciendo simplemente los resultados del problema, junto con el programa, en el ordenador. Los
resultados del problema seran correctos, aunque quien produjo el problema sea ignorante del
método matematico utilizado en el programa, es decir, que todo el proceso de analisis se reduce a
una operacion rutinaria de relleno de datos.

El hecho de que los métodos matriciales estan ligados con los ordenadores y que se emplee en los
mismos una notacion no familiar a algunos ingenieros ha llevado a la creencia de que incluyen
nuevos y dificiles conceptos matematicos y estructurales. Esto no es cierto. Un conocimiento de las
operaciones basicas del algebra matricial es todo cuanto se requiere, y los Unicos principios
estructurales necesarios son los elementos tratados en todos los textos de estructuras. De hecho, los
métodos matriciales, tales como los que seran tratados en este curso, estan mucho mas directamente
vinculados con ideas de hombres como Maxwell, Mohr y Muller-Breslau, que con muchos de los
procedimientos empleados hoy dia en el calculo manual de estructuras.

Los métodos clasicos del analisis estructural, desarrollados en las postrimerias del siglo XIX, tienen
las cualidades de la generalidad, simplicidad logica y elegancia matematica. Desgraciadamente,
conducian a menudo a céalculos muy laboriosos cuando se aplicaban a los casos practicos, y en
aquella época, en la que incluso las méaquinas de calcular eran raras, estos ingenieros consagraron
gran parte de su esfuerzo a reducir el nimero de calculos precisos. Muchas técnicas ingeniosas de
gran valor préctico fueron apareciendo, pero la mayor parte de las mismas eran solamente
aplicables a tipos determinados de estructuras, ¢ inevitablemente el incremento en el niumero de
métodos superficialmente diferentes llevaron a oscurecer la simplicidad de las ideas fundamentales,
de las que originalmente todos ellos provenian.

IX
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La primera objecion a los primeros métodos de analisis fue, que los mismos conducian a sistemas
con gran numero de ecuaciones lineales, dificiles de resolver manualmente. Con los ordenadores,
capaces de realizar el trabajo numérico, esta objecion no tuvo ya la misma fuerza, mientras que las
ventajas de la generalidad de los métodos permanecen. Esto explica por qué, los métodos
matriciales deben en su tratamiento bésico de las estructuras mas al siglo XIX que al siglo XX, sin
embargo es en este ultimo a partir de la década del 50 donde estos toman un poderoso desarrollo
con el surgimiento y desarrollo de los nuevos y modernos a la par de poderos equipos de computo.

Es en esta primera parte introductoria del curso en que debe sefialarse una diferencia fundamental
que usualmente tiende a confundirse, y es lo relativo al concepto de analisis matricial y el
concepto de andlisis escalar con matrices. El primero brinda un procedimiento de andlisis
sistematico en el cual un determinado problemas es totalmente programado y abordado por el
sistema o conjunto de técnicas desarrolladas, asi como aplicado a cualquier tipo de estructura y
numero de nudos y elementos. El segundo efectia el andlisis por los métodos clasicos de analisis
escalar y resuelve los sistemas de ecuaciones que en estos surgen mediante conjunto de matrices,
utilizando también en ocasiones los ordenadores.

Fundamentalmente en el andlisis matricial existen dos métodos: el método de las fuerzas y el
método de los desplazamientos
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CAPITULO 1

ANALISIS DE PRIMER ORDEN DE ESTRUCTURAS
RETICULARES. ANALISIS LINEAL

1.1 — Analisis de Porticos Planos.
1.1.1 — Matriz Rigidez de una barra.

La Matriz Rigidez Elastica de la barra plana empotrada-empotrada teniendo en cuenta el efecto del
cortante es:

" AE(1+ ®) 0 0 i _AE(1+®) 0 0
L ! L
12Elz 6Elz [ 12Elz 6Elz
0 5 o U 12
0 6Elz  (4+D)Elz | 0 _6Elz  (2-D)Elz
g o= I’ L1 L L
BT 0 ray|  AE(L YOy T TTTTITAE(+®y T T (1.1.1.1)
(1+®)| _AE(1+®) 0 0 | AE(1+®) 0 0
L ! L
12Elz 6Elz ! 12Elz 6Elz
0 v e U B
0 6Elz  (2-®D)Elz i 0 _6Elz  (4+D)Elz
i L L ! L L ]

1.1.2 — Matriz Rigidez Modificada.

En las estructuras generalmente se presentan barras de diferentes condiciones de sujecion en los
extremos, dando esto lugar, a que exista la necesidad de modificar la matriz rigidez de la barra
empotrada-empotrada cuando la barra a estudiar tenga diferentes condiciones de apoyo; es decir que
a una barra con cualquier condicién de borde se le puede obtener su matriz de rigidez haciéndole
determinadas operaciones a la matriz de rigidez que le corresponderia si fuera empotrada-
empotrada.

Haciendo referencia en la barra plana, ésta posee tres grados de libertad en el origen y tres grados
de libertad en el destino; la barra espacial posee seis grados de libertad en el origen y seis grados de
libertad en el destino.

Utilizando la siguiente nomenclatura para la barra plana:

D;: Indica que el grado de libertad horizontal en el origen no esta impedido.
D;: Indica que el grado de libertad vertical en el origen no esta impedido.
D;: Indica que el grado de libertad de giro en el origen no estd impedido.

Dy: Indica que el grado de libertad horizontal en el destino no esta impedido.
Ds: Indica que el grado de libertad vertical en el destino no esta impedido.
Dg: Indica que el grado de libertad de giro en el destino no estd impedido.
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Se pueden presentar los siguientes casos en el plano:

s

| 2o |
] T & e ok f

L
=8
o
I
o oLn

&
AT

&
e

F 3
T

D=5 D=1 D=1
D=3 2ot
4 ‘ n
] - y i
D=4 D=3
D=5 D=t
D=6
Fig. 1.1

Utilizando la siguiente nomenclatura para la barra espacial:

D;: Indica que el grado de libertad horizontal “x” en el origen no esta impedido.
D;: Indica que el grado de libertad vertical “y” en el origen no estd impedido.

D;: Indica que el grado de libertad perpendicular “z” en el origen no esta impedido.
D4: Indica que el grado de libertad de giro “x” en el origen no estd impedido.

Ds: Indica que el grado de libertad de giro “y” en el origen no esta impedido.
Ds: Indica que el grado de libertad de giro “z” en el origen no estd impedido.

D7: Indica que el grado de libertad horizontal “x” en el destino no estd impedido.
Dg: Indica que el grado de libertad vertical “y” en el destino no esta impedido.

Dy: Indica que el grado de libertad perpendicular “z” en el destino no esta impedido.
Dio: Indica que el grado de libertad de giro “x” en el destino no esta impedido.

Dy;: Indica que el grado de libertad de giro “y” en el destino no esta impedido.
Di»: Indica que el grado de libertad de giro “z” en el destino no esta impedido.

Pueden presentarse un gran nimero de casos en el espacio por lo que no es de importante
mostrarlos sino que se comprenda el concepto de explicado y que se pueda obtener la rigidez de una
barra sea plana o espacial a partir de su barra correspondiente empotrada-empotrada y del valor de
la discontinuidad “D”.

A continuacion se abordaré la forma de obtener la rigidez automaticamente de cualquier tipo barra a
partir de la rigidez que le corresponderia a dicha barra si fuera empotrada-empotrada.

Este procedimiento consiste en:

Dada la matriz rigidez de la barra empotrada-empotrada correspondiente a la barra analizada,
considerar la fila “D” de la misma como pivote, para por medio de transformaciones elementales
eliminar la columna “D”, una vez que todos los términos de la columna “D” (excepto tpp), tomaron
valor cero, se sustituye la fila “D” por los ceros y queda de esta forma definida la rigidez
modificada.
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Obtener de forma automatica la matriz rigidez de la siguiente barra volada-empotrada:

0 D E—20
“&‘\- A =60
L=12m | Iz = 450
D=6
Fig. 1.2

a) Obtencion de la matriz rigidez que tendria la barra analizada si fuera empotrada-empotrada.

|
AP 0 o -2
L L
12EIx  6EIx 12EIx
0 5 c Y T
0 6EIx 4EIx | 0 6EIx
K=l 1> L i 1> L
L L
12EIx  6EIx | 12EIx
0 - - | O
L’ | L
6EIx 2EIx | 6EIx
0 L? L 0 L?

b) Definir el valor de la discontinuidad. (D)

D = 6. Hay que tomar la fila 6 de la anterior matriz como pivote, para efectuar transformaciones

6EIx
_ =
4EIx
L

100 0 0 1-100 0 0
0 625 375 0 -625 375
|0 375 3000 0 -375 1500
=100 0 0 ;100 0 0
0 -625 =375 0 625 =375
| 0 375 15001 0 375 3000

elementales que hagan cero los elementos de la columna 6.

¢) Eliminacion de la columna 6.

Fila6| - 375 +Fila2
3000

[ 100 0 0 | -100 0 0
0 15625 1875 0 —15625 0
K| 0 375 3000 0 =375 1500
-100 0 0 1 100 0 0
0 -625 =375 0 625 =375
| 0 375 15001 0 375 3000 |
Fila6[ 375 j+Fila5
3000
[ 100 0 0 | -100 0 0
0 15625 1875 | 0 15625 O
Ko| 0 1875 250 | 0 -85 0
-100 0 0 1 100 0 0
0 -15625 -187.51 0 15625 0
| 0 375 1500 1 0 375 3000

Fila 6 _ 1500 +
3000

Fila3
[ 100 0 0 | -100 0 0 |
0 15625 18751 0 —15625 0
0 1875 2250 0 -1875 0
-100 0 0 1100 0 0
0 -625 —3753 0 1625 -375
| 0 375 1500 0 375 3000
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d) Haciendo cero los elementos de la fila 6, tenemos:

[ 100 0 0 | -100 0 0

0 15625 1875 ! 0 —15625 0

K| 0 1875 250 | 0 -1875 0
-100 0 0 1100 0 0

0 -15625 -187.51 0 15625 0

| 0 0 0 10 0 0]

Siendo esta la matriz rigidez modificada que se deseaba.

1.1.3 — Matriz Rigidez de toda la Estructura.

En el analisis matricial se garantizan que todas las barras que lleguen a un nudo de la estructura
posean el mismo desplazamiento, debido a esto su formulacién estd muy vinculada con la
formacion de la matriz k, dado que hay que compatibilizar las matrices rigidez de las barras que
llegan a un mismo nudo, a este proceso se le denomina ensamblaje de la matriz rigidez de toda la
estructura.

1.1.3.1 — Ejemplo ilustrativo:

350 3] D40 [4] D
[ = L L=
Obtener la Matriz Rigidez de toda la Estructura D D
que se muestra a continuacion:
Dicha estructura estd formada por cuatro barras y
por cinco nudos, por tanto habra cinco matrices S 4
rigidez y la Matriz Rigidez de toda la Estructura  [1] 2]
sera de orden 15x15. B
Se conoce que la matriz rigidez de una barra se
puede particionar de la siguiente manera: _1° 10
. Fig. 1.3 Z

K, = {KOO K?D} (1.1.3.1)

i
I<DO DD
En base a lo anterior las matrices rigidez de nuestra estructura analizada seran:

KL K|, K5 K| _[KS K| |[KiL K
K, = 1 1 K, = 2 2 Ky = 3 3 K, = 4 4
K3 Ki Ky Ki Ky Ky Ky K

El supra indice indica a que barra pertenece. Para garantizar la necesaria continuidad o
compatibilidad de loa desplazamientos es necesario definir la forma y orden en que se ensamblaran
estas cuatro matrices para lo cual se seguira el siguiente proceder:

Las filas de k indicaran el nudo donde se originan las fuerzas. Las columnas de k indicaran el nudo
que se desplaz6 unitariamente para originar las fuerzas.

h



Tesis de grado: Andlisis no lineal de estructuras reticulares. Perdida de estabilidad

Aporte a k de 1a Barra 1.

1 2 3 4 5
1[K!, ® K, © O]
2l @ @ 0 0

k=3/K), © K, © ©
40 06 6 00
56 6 © 0 0]

Anadiendo a k el Aporte de la Barra 2.
1 2 3 4 5

1[K!, ® K, © 0]

2l ® K; © K

k=3K), © K, ©O

4 © Ki © K

56 0 06 06

©O 0000

Afadiendo a k el Aporte de la Barra 3.
1 2 3 4
1/K;, © K S}
2l @ K3, C] K2,
k=3lK; © Ky+K; K
40 Ki o Ky o K +K,
56 0O © ©

(OBNORNORNORIORS

Ainadiendo a k el Aporte de la Barra 4 y quedando como resultado:

1 2 3 4 5
1/K!, © K., ) O |
2l @ K3, © K2, S}

k=3|K], © K} +Kj K3, S)
4 0 K Ki K +Kj+Kj Kj
516 © © KZ, K& |

Donde:

Kjj= Submatriz de la matriz rigidez de la barra de orden 3x3.
© = Matriz Nula de orden 3x3.
k = Matriz rigidez de toda la estructura.



1.1.4 — Transformacion de Coordenadas.
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Dada la existencia de dos sistemas de referencia, el local y el general, es necesario poder expresar
las fuerzas de un sistema en el otro con el fin de compatibilizar la referencia, para este fin, se
utilizard la matriz de rotacidon, la cual permite efectuar la rotacion tanto de fuerzas como de

desplazamientos de un sistema de referencia a otro.

En la Figura 1.3 se muestran los ejes generales para cualquier estructura y se muestran los ejes

locales para en elemento de la estructura tipo barra.

il

»el

Fig. 1.4 Elemento tipo barra de una estructura en el Plano.

Donde Ri es la Matriz Rotacion del elemento que estamos analizando. Dicha matriz permite llevar
las fuerzas interiores en ejes locales a generales y viceversa, de la misma forma también los

desplazamientos.
‘A, m, 0 0 0 O]
A, p, 0 0 O O
0 0 1 0 0 O
R =
0 0 0 XA pu O
0 0 0 A, pn, O
0 0 0 0 0 1]
Donde:
A, © Ao 0
Rize Ai’Aiz)\'z u, 0
0 0 1

A1. coseno director del eje x local con x general
A2: coseno director del eje x local con y general
ui. coseno director del eje y local con x general
L. coseno director del eje y local con y general

(1.1.4.1)
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R;: Es una matriz ortogonal tal que: R;'= R;" (su inversa y su transpuesta son iguales).

Y permite efectuar la rotacion tanto de fuerzas como de desplazamientos de un sistema de

referencia a otro.

A efectos de la programacion para determinar la matriz Rotacion de una barra recta y plana se

utiliza:
e -f
A =|f e
0 0 1
Siendo: e = Xp = %o ;f = Yp = Yo
L L
Xp: Coordenada X del destino de la barra en ejes generales.

Xo
Yp
Yo

: Coordenada X del origen de la barra en ejes generales.

: Coordenada Y del destino de la barra en ejes generales.

: Coordenada Y del origen de la barra en ejes generales.

L: Longitud de la barra.

1.1.5 — Momentos de Extremo Fijo.

Se definen como fuerzas de empotramiento, a aquellas que surgen en el origen y destino de una
barra producto a la accidon de cargas externas actuando a lo largo de la misma, o sea entre nudos. A

(1.1.4.2)

(1.1.4.3)

manera de ilustracion se presentan algunos casos particulares en la Figura 1.5:

;

§¢¢¢§¢¢¢¢% g

|

L/2

| L | | e

+f

ql#12 qL%12 pL/g

T

FL/3

Cs ’iY

qLf2 gLs2 Fi2

Pf2 [PD

f%%%%%%%%%\ 3
|

v P

| L
1 A l
qL3'8 PL3/18

!
J

zF\qLSJ‘S qu;‘F Z%l 1P/ 16

Fig. 1.5

SPflﬁzF
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Dado: ’_fﬁ*\

a1

Lﬁﬂ fé lﬁnn
Estado I Estado IT

Fig. 1.6
Si se tiene una barra en el caso mas general Figura 1.1.5.2, o sea, una curva y espacial, solicitada

por una carga genérica (q), se pueden obtener las reacciones en el origen y destino de la barra,
suponiendo los efectos del estado 1 y II, es decir:

P, =P, + Py, (1.1.5.1)
PED = PDI + PDII
Donde:

ﬁEo: Fuerzas de Empotramiento en el Origen.

Pep: Fuerzas de Empotramiento en el Destino.
Por: Reacciones en el origen de la barra debidas a la carga externa en el Estado 1.
7 gr: Desplazamientos del destino de la barra debidos a la carga externa en el Estado L.

Pou: Fuerza que se aplica en el destino de la barra para que provoque —z p.

Pom: Reacciones en el Origen de la barra debidas a Ppy.
Recordando las ecuaciones:

pi=K; z

FO} _ {Koo Kop }Fo} (1.15.2)
FD I<DO I<DD 7D

Planteando la anterior ecuacion para el estado II queda:

Fou} _ {KOO Koo }{ 0 } (1.1.5.3)
FDH KDO KDD - 7Dl

En un caso més general (no para nuestro estado II) seria:

{FOH:|:{KOO KOD:|{_701j| (1.1.5.4)
PDII KDo Kpp - Zp
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|:1~)E0j| - |:F01} + {Fon} - {F01j| + {Koo Kop }|:‘ 701j| (1.1.5.5)
IN)ED 1~)DI 1N)Du IN)DI K DO K DD [~ 7DI
_No_ _NOI_ _Ku Ky K Ky K Km“ —Xo |
Vo \701 Ky Ky Ky Ky Ky Ky -Y, L15.6
M, — M, + Ky Ky Ky Ky Ky Kyg | —Giroy, (1.15.6)
Np NDI Ky Ky Ky Ky Ky Ky —Xp
Vi vm Kg Ky K Ky Ky Ky - Y,
| My, | _MDI_ Ko Ko Kg Koo Ko K = Giro,,

Siendo las expresiones anteriores las necesarias para obtener las fuerzas de empotramiento en el
origen y en el destino de una barra, aunque no con ellas lo resolvemos todo, nos encontraremos con
infinidad de casos particulares en los cuales habra que calcular los desplazamientos en los extremos
de la barra que se analice, desplazamientos que seran los que ella tendia si fuera empotrada-volada.

A continuacién mostraremos un caso particular sobre cémo seria el procedimiento y después
mostraremos los casos generales para los cuales se han obtenido las expresiones para obtener los

desplazamientos en el extremo del voladizo; casos mas generales a partir de los cuales se derivan
todos los demas.

1.1.5.1 - Ejemplo ilustrativo:

Calcular las fuerzas de empotramiento de la siguiente viga de seccidon constante.

q
L
Fig. 1.7
Solucién:
_No_ _NOI_ _Kn K, Ky Ky K K16__ Xo |
Vo Voi Ky Ky Ky Ky Ky Ky Y,
M, — Mo | | Ky Ky Ky Ky Ky Ky Giro,, (1.1.5.6)
N, Ny, Ky Ky Ky Ky K K| Xp o
Vi Vi Ks Ky K Ky K Ky Yy
M, _MDI_ Ko Ko Kg Ko K K | Giro,,




a) Cilculo de P,

_9qxX
x) =12
q(x) L
1 1 1 , _lgx , qx’
M) =—qX)x—-x=—q(xX)X" =——X" = ——
(%) 201()3 661() 6 L oL
2
_9gqxX
V(x) =
(%) oL
Evaluando en x = L tenemos: I ]
L2
M(L) = 4 - |q
6 P01: 7
- 6 -

b) Calculo de Z,.

Calculo de fy:

Aplicando la Formula de Mohr y teniendo en cuenta
solo el efecto del Momento, tenemos:

[t

Mk(x) =Px =x

L

J

0

N

2

1=0

MmMk
EI

L
AKm, = (MmMk 4

0

L 3 5 4
£, = | £ xdx Lojat 1l _db
6L ™" |E1 | 30L |E1  30EI
4
£, =2
30EI

Calculo de giroz:

Tesis de grado: Andlisis no lineal de estructuras reticulares. Perdida de estabilidad

40 D
{ x
L
i Fig. 1.8
3 .
L I
Rl
ZF\flL-“'2 Fig. 1.9

10 D
"a.
| L L
Fig. 1.10
Pl 1, P=1
l{i
L |
|
Fig. 1.11

Aplicando la Formula de Mohr y teniendo en cuenta solo el efecto del Momento, tenemos:

L

=

0

2l

AKmy ="
1=0

Mk(x) =1

MmMk MmMk

EI

dx

dx}

|

10

Fig. 1.12
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L 3 4 3
v 6L EIl 24L |ElI  24EI

3

Giroz, = q ~ _ ~ _
24FI
fx=0 0
__qLt P ql*
30EI > 30EI
giroz = — qL _ab
i 24EI | | 24EI |

¢) Calculo de las Fuerzas de Empotramientos (Momentos de Extremos Fijos).

-4 | r _
E 0 0o | _E 0 0 0
L I L
BN qL 12EIx OEIx | 12EIx  6FEIx 0
© 2 0 B 2 ! 0 a B 12
V 2 !
° ql 0 6EIx 4EIx | 0 6EIx  2EIx 0
2 ' T2
NQ =|-56 |- “AE““‘L“““‘L“‘i'“A‘E““‘L‘““-L- -------- (1.1.5.7)
D 0 _T 0 0 | — 0 0 0
v
D I2EIx  GEIx | 12BIx  6EIx| g
M 0 0 -— -——1 0 : -——=-4
LD L L~ L L 30FI
0 6EIx  2EIx i 0 6EIx  4EIx oL
0 2 T2 -
| ] L L L ! L L 1 24E1]
4 3
N, =0- ﬁ0+0+0_£0_£0_£0 =0
L L 30EI  24EI

4 3\
VO=£— O+121531x0+6E21x0+0_121531x _qL +6E21x _qL _TqL
2 L L L 30EI L 24E1)| 20
2 4 3 2
MO=£— 0+6EZIXO+4EIXO+O—6E2IX _qL +2EIX _qL _qL
6 L L L 30EI L 24El 20EI

Z

4 3
b =0 = 2E 04040+ 20— 9 o & 4]
L L~ 30El  24EI

4 3
Vv, =0- 0_12E31X0_6EZIX0+0+12E}IX _qL _6EzIX _qL :3qL
L L L 30EI L 24El 20

4 3 2
M, =0-| 0+ 8o 2EIx, o OBIx( gL'} 4BIx( oL’ ) __qL’
L L L* ( 30E1) L | 24EI 30

11



Quedando:

o

%fle” Fig. 1.13

1.1.5.2 - Casos generales:

Los casos que se veran a continuacion son los més generales y a partir de ellos se pueden obtener
los momentos de extremos fijos de cualquier tipo de barra plana con cargas distribuidas,
concentradas, momentos concentrados, momentos distribuidos. De haber una barra que contenga
varios estados de carga a la vez se resolverian por superposicion de efectos. Para cada caso se
obtendran formulas para obtener los desplazamientos en

(Y3

X,

Tesis de grado: Andlisis no lineal de estructuras reticulares. Perdida de estabilidad

(J o)
I:
ﬁ%:leu

b4

(Y3}

desplazamientos estaran dados segun el sentido de los ejes de referencia.

a) Caso 1.

Con este caso se pueden obtener los
desplazamientos y por consiguiente los momentos
de extremos fijos de las barras empotrada-
empotrada, empotrada-articulada, empotrada-

(Y3}

simple apoyo “y”, empotrada-volada que
presenten una carga distribuida.

dox = do c08(Ang); qpx = qp cos(Ang)
doy = do sen(Ang);qpy =qp sen(Ang)
X
qx (X) =qpx * B(qox ~qpx)
. Efecto de l1a componente en el eje “x”.

Tramo A:Nm = qOX;qDXb
Tramo B: Nm = Mx

Tramo C: Nm =0

Efecto unitario en el eje “x”.
Calculo del desplazamiento en “x”.
Tramo A:

Tramo B:

1
1
Tramo C: 1

z|Z| Z|
no

12

qo
(o
7
® !
a { b { C
il a1
L
Fig. 1.14
_ qOX qDX
O
a L b { C
4 1
|
Fig. 1.15
1 1
|
40 D
a l b { C
1 il
L
Fig. 1.16

y”, “giro”, los signos de los
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Aplicando la Formula de Mohr y teniendo en cuenta solo el efecto del Momento, tenemos:

L NT A — B — I _
. i{ I NmNk dx} _ J-Nme i IN]rEnEk i J-Nme "
0

I=0| o EA EA EA
A q‘”‘;q"xb 1 M
fXD: — e dx + dx + 7dX
! EA I I
+% - +
AqOXZqDXb 1 Aox b (qOX2 Qpx) T Apx .
fyp = | — 55— dx+ dx
- j - j 2
2 3
I _
f,. = (9ox *dpx)ba + Gox 2 6b (dox ~dpx)
XD 2FA EA
ba b2 (q + 2q )
fxo _ﬁ( ox tapx) * OzEA DX (1.14)
. Efecto de la componente en el eje “y”. o

q]:ﬁ:'
Calculo del desplazamiento en el eje “y”. ;l:D?

d,()-dpy _ doy ~ by 7 { b
= a b C
X b +
X L.
dy (X) =qpy +B(q0y _qDy)
Fig. 1.17
Célculo de la Xc(x):
(Jov__{(oven
[ih'g
1 1
Z X X(qy(X) qDy)iX + qDyxi X
Xe(x)= &5 = 3 2 ]
2A 1
! Ex(qy(X) - qDy) T qp,X 40 Lo | D
W
4
Xe(x) = Xy 0 * 24n,) -
3(qy(X) + qDy)
Fig. 1.18
b +2
XC(b) — (qu qDy)
3(q0y + qDy)
Tramo A:

Mm = dov *dpy b[XC(b) + X] — 9oy *dpy b b(do, *24p,) +x
2 2 3(q0y + qDy)

2

b doy t4
Mm :Z(qOY +qDY)%bX

13
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Tramo B:

2

X X2 X
Mm = Z (qy(X) +2qpy) = Z (Apy *+ E (qu - qDy) +2qpy)

Mm = X3q0y _ X3qDy + quDY
6b 6b 2

Tramo C: Mm =0

T
P=1
Efecto unitario en el eje “y”. J7
(@] D

Tramo A:M =c+b+x
TramoB: M =c+x a b .
Tramo C: M =x . q - +
X .
q,(X) =qpy +g(q0Y ~dpy) Fig. 1.19

Aplicando la Formula de Mohr y teniendo en cuenta solo el efecto del Momento, tenemos:

dx

I

_ iﬁ Mka } TMka dx + T MmMk dx + ]5 MmMk
0
b2

6b 6b 2
EIl

0
. (6 doy + qDy) qOY 5 9oy bXJ (C +b+ X) ) (x3q0Y _ X3qDY + quDY j(c + X) c
0 =] dx+ [
0 0

EI

b b b b’ b’ b
f. — +— +— ——Qpyy t— +
w TR (241) Qov ™ Iov 76 qDYJ 30b 1Y T 30p dov T g oy
21.2

+
b (doy *2qpy) + Qov ™ 9oy p oy a3b}

1 ab’ Qoy +q
+ EI{(C + b)(z(%y +2qpy )+ P A DY bazj +

4

1 b ( )+b7
doy *3dpy 240

fyp = EI (Bdoy +22qpy )} +

21,2

b (doy +2qpy) +qOYJ6“1DYa3b} (1.1.5.8)

+{(C+b)( b’ (qOY+2qDY)+wba ]

14
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. Calculo del Giro en el eje “z”.
Efecto unitario alrededor del eje “z”. } M=l
k.
_ L [
Tramo A: M =1 8
Tramo B: M =1 Fig. 1.20
Tramo C: M =1

Aplicando la Formula de Mohr y teniendo en cuenta solo el efecto del Momento, tenemos:

N L — A — B — C —
GiI‘OZ _ z J-Mka dx | = J'Mran dx + J- MmMk dx + J- MmMk dx
=o|y EI EI EI EI

0

Giro,

EIl

(bz(q +q )qOY +dpy bxj (1) (X3qoy _ X3qDY + quDY
A oy Tdpy B
6
=] dx+ |
0 0 El

W .
2 6b  6b 2 j deFjgldx
) EI

Giro = b73 _b73 +E +£( +2 )+b7a2( + )
VA EI 24 qOY 24 qDY 6 qDY 2 qOY qDY 4 C10Y qDY

1

= 24EI[b3(qoy +3qpy) + lzabZ(qOY +2qpy) T 6baz(qOY + qDY)] (1.1.5.9)

Giro,

. Resumiendo:

ba b’ (dox *24dpx)
+ +
JEA (dox *T9px) 6EA

XD

_ 1 cb*(qoy +3dpy) + b*(8q4y +224,y) +
R 24 240

+ 1|:(C + b)( ab’ (Qoy *24py) + az(qoy + qDY)j + a’b’ (Qoy *2dpy) + a3b(qoy + qDY):|
EI 2 4 4 6

L

24F] [b3 (doy *+3dpy) +12ab*(qgy +2qpy) +6ba’(qoy + dpy )]

Giro, =

Para el caso donde qop < qp las expresiones son las mismas, graficamente se ven una mayor que otra,
pero en los calculos sin qp < qp automaticamente cambian los resultados ya que cambiaron las
cargas, este ejemplo esta resuelto para que qo > gp 0 para que qo < qp.

15
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p ¥
b) Caso 2. r{gﬂ
] Px
Con este caso se pueden obtener los desplazamientos y 40 D
por consiguiente los momentos de extremos fijos de las a \‘ b
barras  empotrada-empotrada, empotrada-articulada, A
empotrada-simple apoyo “y”, empotrada-volada que L
presenten una carga distribuida.
Fig. 1.21
Py =P cos(Ang)
P, =P sen(Ang)
. Efecto de 1a componente en el eje “x”.

. : : 1 1 _
Calculo del desplazamiento en el eje “x”. ; |—E}P =1
Tramo A: Nm = P, 10 D

a b
Tramo B: Nm =0 I e
Efecto unitario en el eje “x”. Fig. 1.22
Tramo A: N =1
Tramo B: N =0
Aplicando la Formula de Mohr y teniendo en cuenta solo el efecto del Momento, tenemos:
N | NmNk *NmNk . ¢ NmNk ! pP=1
o = | dx = dx+ | dx =
I=0| o EA 0 EA 0 EA
A B i
P 1 P
fXD:I a dX+J.£dX: x 0 D
o EA » EA EA a b
P .a ;O
fop = A (1.16) L
Fig. 1.23
. Calculo del desplazamiento en el eje “y”.

Tramo A: Mm = P, x
Tramo B: Mm =0

Efecto unitario en el eje “y”.
Tramo A:M =b +x

Tramo B: M = x

16
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Aplicando la Formula de Mohr y teniendo en cuenta solo el efecto del Momento, tenemos:

L — A N B ~
fYD = i |:I MmMk dXi| = I MIEIIV[k dx + J. Mrgllvlk dx

0 0

A B
fyp = Iipy X]gb+x) dx +J‘07de
0

_ P, a’*(3b+2a)
6EI

fYD

Sustituyendo b = L — a tenemos:

P, a’ (3L-a)
fo.o=xY—= == =7 1.1.5.10
YD 6El ( )
. Calculo del Giro en el eje “z”.
Efecto unitario alrededor del eje “z”. 1 1
| =
Tramo A: M =1 : e 2
Tramo B: M =1 L [
Aplicando la Formula de Mohr y teniendo en Fig. 1.24
cuenta solo el efecto del Momento, tenemos:
A T B VW § C XA
Giro, = J‘ Mka J‘ MmMk dx + j MmMk dx + J‘ MmMk dx
0 0 0 0 EI
A B
. 1 1 P
GerZ:I dx + O—d =-v@
) » El 2EI
2
Giro, = ¥ @ (1.1.5.11)
2EI
. Resumiendo
P a
fo, ==
XD EA
¢ P, a’ (3L-a)
P 6EI
2
Giro, =— a
2EI

17
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¢) Caso 3. /M—ﬁ\

Con este caso se pueden obtener los desplazamientos y por i@ D
consiguiente los momentos de extremos fijos de las barras " \[ b
empotrada-empotrada, empotrada-articulada, empotrada- A

simple apoyo “y”, empotrada-volada que presenten un L

momento concentrado.

f.p, = 0, no hay fuerza axial producida por el Momento Concentrado.

. Calculo del desplazamiento en el eje “y”.

Tramo A: Mm =M
Tramo B: Mm =0

Efecto unitario en el eje “y”.
Tramo A: M =b +x
Tramo B: M =x

Aplicando la Formula de Mohr y teniendo en cuenta solo el efecto del Momento, tenemos:

| fMmMk | tMmMk . ¢ MmMk
= Z j m j MR dx + I M dx
1=0 0 0
A + B
- :J'deji"oixdx
0 EI 0
_Ma(2b+a)

P 2EI

Sustituyendo b = L — a tenemos:
Ma (2L -a)
fop, =——7""—

YD SEI (1.1.5.12)
. Cilculo del Giro en el eje “z”. 1 }2 4
Efecto unitario alrededor del eje “z”. L k |'

L
Tramo A: M =1 ; I
Tramo B: M =1 Fig. 1.26

18
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Aplicando la Formula de Mohr y teniendo en cuenta solo el efecto del Momento, tenemos:

C

MmMk

EI

Giro, = iﬁ MmMk dx} = i Mrgll\dk dx + T Mr]‘;“k dx +

I=0| o 0

A B
Giro, :J.ydx+.[0—xdx
VB E

Giro, = l\éla

. Resumiendo:

fyp =0
_Ma(2L-a)

£
Yp 2FI

Giro, = l\gla

d) Caso 4.

Con este caso se pueden obtener los desplazamientos y
por consiguiente los momentos de extremos fijos de las
barras  empotrada-empotrada, = empotrada-articulada,

empotrada-simple apoyo “y”, empotrada-volada que
presenten un momento distribuido.

fp =0, no hay fuerza axial producida por el Momento distribuido.

. Calculo del desplazamiento en el eje “y”.

Tramo A: Mm =Mb
Tramo B: Mm =M x

0

EI

dx

(1.1.5.13)

L

Tramo C: Mm =0 10

Efecto unitario en el eje “y”.

Tramo A: M =c+b+x
Tramo B: M =¢c+x
Tramo C: M =x

Fig. 1.28

Aplicando la Formula de Mohr y teniendo en cuenta solo el efecto del Momento, tenemos:

EI

0 0 0

£ = iﬁ- MmMk dx} _ ]— Mrgll\dk dx + T Mnéll\/[k dx +];

B

A C
=ij(b+c+X)dx+IMX(C+X)dX+IO—XdX
) EI ) EI

0
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1| cMb®  Mb®  Mba’
—{ + + + Mab(c +b) (1.1.5.14)

Y TRl 2 3

fio :2/;[3cb+2b2 +3a? +Ga(c +b)]

. Calculo del Giro en el eje “z”.

Efecto unitario alrededor del eje “z”. 1 1| =1
- : Iz

Tramo A: M =1 I. |'

Tramo B: M =1 4 & .

Tramo C: M =1 Fig. 1.29

Aplicando la Formula de Mohr y teniendo en cuenta solo el efecto del Momento, tenemos:

N L — A = B — c —
Giro, = Z IMka dx | = J~ MmMk dx + J- MmMk dx + J~ MmMk dx
=|, EI v EI v EI v EI

A B C 2
GirOZ:IMbldX+IMX1dX+ 07Xd :Mb +Mba
v El v EI » El 2FI1 El
) M
Giro, = b[b+2a] (1.1.5.14)
2FI1
. Resumiendo:

£ = 16\121; [3cb +2b% +3a% + 6a(c + b))

Giro, = g/g;[b +2a

Hasta ahora se han visto los casos generales para barras donde su origen esta empotrado; las barras
donde el destino es empotrado que serian la articulado-empotrada y volada-empotrada se analizan
de forma analoga. Las distancias de a, b, ¢ se invierten seguin sea el caso, si aparecen la “a, b, ¢”
entonces donde esté la “a” se pondra una “c” manteniendo la “b” sin modificar y donde aparecen la
“a, b” entonces donde esté la “a” se pondra una “b”, o de otra manera se tendian que resolver todos

los casos de cargas anteriores para la barra volada-empotrada.
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Por ejemplo:

no lineal de estructuras reticulares. Perdida de estabilidad

Caso 4.
. M M .
] ot e Lo o B e &
40 e Lt D (W] I DE
a b \‘ C ¢ \‘ b \‘ a
L L
Fig 1.27 Fig 1.30

£ = 16\121; [3cb +2b% +3a% + 6a(c + b))

Giro, = 1;/g;[b + 2a]

fop = 16\/;[3ab +2b +3¢? +6c(a +b)]

Giro,, = 1;/;’[13 +2¢]

1.1.6 — Ejemplo Ilustrativo. Analisis de un Portico Plano.

Obtener las fuerzas en los extremos de

cada barra del portico mostrado en la Fig. 1.31

i U Lt Yy by ey 34
o T oRT %
T 2 .
35 EMm ﬂ-;;@ o
: [

Fig. 1.31. Pértico Plano.
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Datos de las Secciones y de los Materiales.

Tipo de Secciones
Barras | Az (m%) | Ac (m?) | Iz (m%
1,4 0,12 0,096 0,0016
2,3 0,15 0,12 0,003125

Tipo de Materiales
Barras| E (kN/m?) G (KN/m?) Peso Esp. (kN/m°)
1,4 20000000 8000000 24
2,3 25000000 10000000 24

1.1.6.1 — Calculo de la matriz de rigidez eléstica de cada barra:

_ 12EIz _12x20000000x 0.0016 _

= 7 = = =0.02
GAcL’ 8000000 x 0.096 x 5
_ 12EIz _ 12x 25000000 x 0.003125

T GAcl®>  10000000x 0.12x 6
_12EIz _ 12x 25000000 x 0.003125

" GAcL®>  10000000x0.12 x 3°

1,4

=0.021701

2

D, =0.086806

Para las barras 1, 2, 4 la Matriz Rigidez es la siguiente ya que son barras E-E:

B |
AE(1+®) 0 0 | _AE(1+ ) 0 0
L ! L
12Elz 6Elz | 12Elz 6Elz
0 5 e o L2
0 6Elz  (4+®)Elz | 0 _6Elz  (2-D)EIz
g -1 I LI 12 L
Ei~ 1, vnl AB(1+dHY T TTTTTMAERMA+H® 00 T
(1+®)| _ AE(1+ D) 0 0 | AE(1+®) 0 0
L | L
12Elz 6Elz | 12Elz 6Elz
0 v o 0 L B
0 6Elz  (2-®)Elz i 0 _6Elz  (4+D)Elz
L L’ L ! L L
La matriz rigidez elastica de la barra 1:
" 480000 0 0 | —480000 0 0 ]
|
0 3011.76  7529.411 | 0 -3011.76  7529.411
T = 0 7520411 2522353 | 0 -7529411 1242353
F1 | - 480000 0 0 I 480000 0 0
0 -3011.76 —7529.411 i 0 3011.76  —7529.411
0 7529411 1242353 | 0 -7529.411 2522353

22



La matriz rigidez elastica de la barra 2:

" 625000 0 0 | —625000 0 0
|
0 4248.1 1274427 | 0 —4248.1 1274427
S L 1274427 5125363 0 -1274427 2521196
® o 1-625000 0 0 | 625000 0 0
0 —4248.1 -1274427 0 4248.1  —12744.27
0 1274427 2521196 | 0 -12744.27  51253.63 |
La matriz rigidez elastica de la barra 4:
[ 480000 0 0 | —480000 0 0 ]
|
0 3011.76 7529411 ' 0 -3011.76  7529.411
T = 0 7520411 2522353 | 0 -7529411 1242353
® | = 480000 0 0 1 480000 0 0
0 -3011.76 —7529.411 i 0 3011.76  —7529.411
0 7529.411 1242353 1 0 -7529.411 25223.53 |
Para la barra 3 la Matriz Rigidez es la siguiente ya que es una barra E-A:
[ AE(1+®) 0 0 | AE(1+®)
ARUTH) P _ARUT®)
L ! L
12EI( 1+® 12EI(1+®) |
0 - - ! 0
L 4+ ¢ L 4+ 0 !
12EI( 1+® 12EI(1+®) |
o _ |1 0 - e ! 0
BT 1+ )| -~z L'___fl_'tg)_______L___f‘_-l'_c_b___Jr ____________
_AE(1+®) 0 0 ! AE(1+®)
L ! L
12EI( 1+® 12EI(1+® ) !
0 R T2 [ 0
L’ \4+0 L' (4+0) |
i 0 0 0 ! 0
(1.1.6.1)
La matriz rigidez elastica de la barra 3:
[ 1250000 0 0 | =1250000 0 0]
|
0 8496.18  25488.53 ! 0 -8496.18 0
7 |0 ____ 25488.53 7646559 | 0 - 22548833 0
=1 =1250000 0 0 | 1250000 0 0
0 —8496.18 —25488.53 i 0 8496.18 0
0 0 0 0 0 0]
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1.1.6.2 — Calculo la matriz de rotacion de cada barra:

La matriz rotacion de la barra 1: La matriz rotacion de la barra 2:
0 -1 0 1 0 O
A=l1 0 0 A,=10 1 0
0 0 1 0 0 1
La matriz rotacion de la barra 3: La matriz rotacion de la barra 4:
1 0 O 0
A;=10 1 0 A,={-1 0 0
0 0 1 0 0 1
1.1.6.3 — Célculo de la matriz rigidez de cada barra en ejes generales:

Para obtener la matriz rigidez de cada barra expresada en ejes generales es necesario utilizar la
siguiente expresion:

(1.1.6.2) ki=R, K, R|

Efectuando la multiplicaciéon de dichas matrices obtenemos la rigidez de cada barra en ejes
generales lista para ser ensamblada en la Matriz Rigidez de toda la Estructura.

La matriz rigidez elastica de la barra 1 expresada en ejes generales:

[ 3011.76 0 -7529.411 | =3011.76 0 -7529.411]
0 480000 0 i 0 - 480000 0
o o|z7s4lL 0 252353 | 7520411 0 1242353
Bl -3011.76 0 7529.411 i 3011.76 0 7529.411
0 - 480000 0 3 0 480000 0
| -7529.411 0 12423.53 | 7529.411 0 25223.53 |

La matriz rigidez elastica de la barra 2 expresada en ejes generales:

[ 625000 0 0 | —625000 0 0 |

0 42481 1274427 | 0 -4248.1 1274427

CoZ| 01274427 5125363 | 0 1274427 2521196
®7-625000 0 0 | 625000 0 0

0 —4248.1 -1274427 1 0 4248.1  -12744.27

|0 1274427 2521196 | 0 ~1274427  51253.63 |
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La matriz rigidez elastica de la barra 3 expresada en ejes generales:

[ 1250000 0 0 | -1250000 0 0

0 8496.18 2548853 | 0 -8496.18 0

Z| o0 2548853 7646559 | 0 -2548853 0
® 71 -1250000 0 0 1 1250000 0 0
0 ~8496.18 -25488.531 0 8496.18 0

0 0 0 0 0 0]

La matriz rigidez elastica de la barra 4 expresada en ejes generales:

[ 3011.76 0 7529.411 | -3011.76 0 7529.411 |
0 480000 0 i 0 - 480000 0
| 7S2041L 0 252353 |-7529411 0 1242353
B 1-3011.76 0 -7529.411 i 3011.76 0 -7529.411
0 - 480000 0 3 0 480000 0
| 7529.411 0 12423.53 | —7529.411 0 25223.53 |

1.1.6.4 — Matriz rigidez de toda la estructura en ejes generales:
Dicha estructura esta formada por cuatro barras y por cinco nudos, por tanto habrd cuatro matrices

rigidez y la Matriz Rigidez de toda la Estructura sera de orden 15 x 15. Se conoce que la matriz
rigidez de una barra se puede particionar de la siguiente manera:

Ky, K
—_ 00 OD
K; = L(i K
DO DD
En base a lo anterior las matrices rigidez de nuestra estructura analizada seran:

K. = K}I KiZ ‘K. = K;Z K§3 ‘K. = K§3 K§4 ‘K. = K§3 K§5
KL KLU OKE KGO K KL K K

Para garantizar la necesaria continuidad o compatibilidad de los desplazamientos es necesario
definir la forma y orden en que se ensamblardn estas tres matrices para lo cual se seguird el
siguiente proceder:
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Aporte a k de la barra 1.

1 2 3 4 5
K;, K, © © ©
K, K, © 0 0
© 0 0 0 0
© 06 0 0 0

| © 6 0 0 0]

Afnadiendo a k el aporte de la barra 3.

1
2
k=3
4
5

1 2 3 4
K}, K}, €] €]
K3 K, +Kj5  Kj o

] K3,  K§+K5 K
] © Ky  Ki
©] ] ©] ©]

Anadiendo a Kk el aporte de la barra 4.

1 2 3
K, K ©
2/Ky K, K, Ko
k=3l @  Kj  Kj+K;+Kj
4] © C] K3,
510 o K,

Tesis de grado: Analisis no lineal de estructuras reticulares. Perdida de estabilidad

Anadiendo a k el aporte de la barra 2.

1 2 3
Ik}, Kk, ©
2| K5 K5, +K3, K,
k=30 K, K5
4 © e e
5| © S S
5
o
S
e
S
O_
4 5
© O]
© ©
K3, K
K;,, ©
© K|

26
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Aporte a k de la barra 1.

[ 3011.76 0 -7529.411 | -3011.76 0 -7529.411 | : 1
0 480000 0 ; 0 - 480000 0 e e e
~7529411 0 2522353 | 7529411 0 12423.53 | | |
-3011.76 0 7529.411 | 3011.76 0 7529411 | i |
0 - 480000 0 3 0 480000 0 3 e) 3 e) 3 S}
-7529.411 0 12423.53 L7529.411 0 25223.53 L J 3
k= e | o e | e | o
| | | |
”””””””””””””””””””” r--—-r—-—"T""™>""™>"""=""™>"">""™>"™"™"™""™""™"™""™""™""™""™/"™"™7"T' r-""""~“""~"""™"73a-“~"“~"“"”"/""/W"/—"—/—7//77"
| | | |
e) 3 S} 3 e) 3 e) 3 S}
***********************
| | | |
e} ! e e | e | ®©
| | | |
Aporte a k de la barra 2.
[ 3011.76 0 -7529.411 | -3011.76 0 -7529.411 | | | ]
| | | |
0 480000 0 ! 0 - 480000 0 ! S) e e
-7529411 0 25223.53 | 7529.411 0 12423.53 | | |
-3011.76 0 7529.411 162801176 0 7529.411 | —625000 7 1
0 - 480000 0 3 0 484248.1 12744.27 3 —-4248.1 1274427 3 ©) 3 ©)
-7529.411 0 12423.53 | 7529.411 1274427 76477,16 | -1274427 25211.96 | 1
7777777777777777777777777777 S
! —625000 I 625000 | |
| | | |
k= ©) ! —-4248.1 -12744.27 ! 4248.1 -1274427' © | O
| 1274427 2521196 | ~1274427 5125363 | |
”””””””””””””” 1 e
1 1 1 1
C) | C) | C) I e 1 0
i i i i
7777777777777777777777777777 e
| | | |
1 1 1 1
©) ! ©) ! ©) e e
| | | |
| | | |
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Aporte a k de la barra 3.
[ 3011.76 0 —7529.411] —3011.76 0 -7529.411] | |
0 480000 o | 0 — 480000 0o | o i o e
~7529411 0 2522353 | 7529.411 0 12423.53 | i i
-3011.76 0 7529411 | 628011,76 0 7529411 | —625000 o o I
0 - 480000 0 i 0 4842481 1274427 | 0 —4248.1 1274427 | ) . ©
-72941 0 12423.53 | 7529411 1274427 7647716 | 0  -1274427 25119 , B
| —625000 0 0 | 1730000 0 0 | —1250000 0 0!
k= o 0 —4248.1 -1274427! 0 1274428 1274426 | 0 ~849618 0 ©
0 1274427 2521196 | 0 1274426 12771922 1 0 —25488.53 0 |
7777777777777777777777777777 - 1-125000 0 0 125000 0 o0
S} 3 o 3 0 -8496.18 —25488.53 3 0 8496.18 0 3 o
i 0 0 o | 0 0 0]
”””””””””””””” 55 e S
| | | |
e i o i o) i o e
| | | |
| | | |

28




Tesis de grado: Analisis no lineal de estructuras reticulares. Perdida de estabilidad

Aporte a k de la barra 4.

Quedando la Matriz Rigidez de toda la Estructura:

[ 3011.76 0 -7529.411) -3011.76 0 -7529.411] | |
0 480000 o | 0 — 480000 0o | o | © | o
~7529411 0 25223.53 | 7529.411 0 1242353 | | |
-3011.76 0 7529411 | 628011,76 0 7529411 | —625000 ¢ o o [
0 —480000 0 | 0 4842481 1274427 1 0 -4248.1 1274427 | O] | S
77529411 0 ] 12423.53 | 7529411 1274427 7647716 | 0 -1274427 2521196 o
' —625000 0 0 18780118 0 7529411 | 1250000 0 0! -3011.76 0 7529.411
k= © 0 —4248.1 12744271 0 49274428 1274426 | 0 ~8496.18 0! 0 - 480000 0
0 1274427 2521196 | 7529.411 1274426 15294275 @ 0 ~25488.53 0| -7529411 0 12423.53
7777777777777777777777777777 - T-1s000 0o 0 1250000 0 o
S | S 0 -8496.18 -25488.53 1 0 8496.18 0| S
1 1 0 0 0 1 0 0 0
7777777777777777777777777777 T T S3011e 0 —s0411, T T 01176 0 —7529410
© | © 0 — 480000 0o © 0 480000 0
I | | 7529411 0 12423.53 | | -7529411 0 25223.53
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1.1.6.5 —Formacion del vector P. Cargas externas en los nudos.
] P
P, Nudo 1 P,
P3 P3
P, 15
P5 Nudo 2 -10
PP 0
R B 10 (1.1.6.3)
P=|P,|=|P, | Nudo3  P=| 0
Pl | Py -28
_l~)5 i Py Py
P, | (Nudo4 P,
P12 _9_
Pl3 Pl3
P, Nudo 5 P,
_PIS B L PlS _

1.1.6.6 — Formacion del vector Z. Desplazamientos extremos en los nudos.

Z, 0
Z, Nudo 1 0
Z, 0
Z; | tNudo?2 Z;
[ zl | Z6 Zé
%) |5 R (1.1.63
Z=|Z,|=| 2| Nudo3  Z=|z,
Z, Z, 9
Z,| |Zs 0
Z, Nudo 4 0
Zy | | z,
Z, 0
Z,, Nudo 5 0
_ZIS_ L 0 a
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1.1.6.7
Extremos Fijos. MEF.

Fuerzas de Empotramiento en la Barra 1:

de estructuras reticulares. Perdida de estabilidad

— Formacién del Vector Pe. Fuerzas de Empotramiento o Momentos de

P=1akH
_ _ FLiEZ =10 kN PLIZ =10 kMm
0
: C %
N 10
P, ==~ PJ‘2=81<N ?Pmsm
0
8 qL 3 k
=10 | Fig. 1.32. MEF

El vector Pg; debe ser expresado en ejes generales, y por lo tanto se procede a su rotacion:

P, =R, (1.1.6.4)
[0 -1 0] T o] [-8]
|
1 0 0! © 8 0 | ‘Nudol
o [0 0 ! 10| |10
o 0 -1 0 0| |-8
© 1 0 of 38 0 | (Nudo2
i 10 0 1]-10] [-10]
Fuerzas de Empotramiento en la Barra 2:
g=20 ki
T 0 v qmz:mmmJ?J?J?J?J?J?J?J?JJJ]J?J?J?MD 60 Kim
: . %
5 | %0
270 ) gL/2 =60 kN quz 60 kN
60 L a] L
- 60 A kil

Fig. 1.33. MEF

31



Tesis de grado: Analisis no lineal de estructuras reticulares. Perdida de estabilidad

El vector Pg, debe ser expresado en ejes generales, y por lo tanto se procede a su rotacion:

PEZ = RZPEZ

Fuerzas de Empotramiento en la Barra 3:

0
28.125

0
© 60
60 |
1 0 o 0
0 1 0| 60
0 0 1]-60]

60
60

Nudo 2

60 Nudo 3

-60

v qLiB = 16,873
X

kij;
o

(1.1.6.5)

15

%SqLJ‘S =2ZI25EN Daglm = 16,375 KN

A

!

Fig. 1.33. MEF

El vector Pg; debe ser expresado en ejes generales, y por lo tanto se procede a su rotacion:

PE3:R3PE3
1 0 0]
|
0 1 0!
0 0 1!
Py = -~ 1
|
°o
|
|

0
O ||28.125
16.875
T 0 o0 o
0 1 0]16.875
00 1] o

Fuerzas de Empotramiento en la Barra 4:

0
-4.38

(1.1.6.6)

3938 kM

0
28.125| 'Nudo3
_|16.875
0
16.875 Nudo 4
— 0 -
4,38 1
! !
L. (3
638 Wm

35 kHm

)
2.5 41,\9\%[ 20.96 Wim
5

32

A
Fig. 1.34. MEF



Tesis de grado: Andlisis no lineal de estructuras reticulares. Perdida de estabilidad

El vector Pg; debe ser expresado en ejes generales, y por lo tanto se procede a su rotacion:

Py, =R,Py, (1.1.6.7)
[0 0 17 0 ] [-438
100 © ~438 0 | \Nudo3
b0 0 | -638|_| -638
e 1o 1 0| o | ]-3938
© -1 0 0]|-3938 0 Nudo5
i 0 0 1) [2096 ] | 2096 |

Para obtener el Pg de toda la estructura es necesario sumar algebraicamente los Pg del nudo 2 de la
barra 1 con los de la barra 2 ya que ambas coinciden en el nudo 2, también en el nudo 3 sumar los
de la barra 2 con los de la barra 3 y con los de la barra 4 ya que ambas coinciden en el nudo 3.

-8 -8
0 Nudo 1 0 Nudo 1
I LU S I B 10
-8 -8
0+60 Nudo 2 60 Nudo 2
Bt 11 IS R 50
0+-4.38 - 438
P, = 60 +28.125 Nudo 3 =| 88.125 | ‘Nudo 3
—60+16.875-6.38 -49.51
0 0
16.875 Nudo4 |16.875 | ¢Nudo4
A U D B 0
-39.38 -39.38
0 Nudo 5 0 Nudo 5
i 20.96 | | 20.96 |
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— Planteamiento de la Ecuacion:

.1.6.8

— 7o)
A N T S < o
00 S0 O o O D o2 | ot e
ol RIS DT 28 ol =&
- n o Vg R T Sy A
R~ Al — | %0 o0 | |
| | | | o - | s} ha]
| | [ A~ B P_
1
[ 1
c o o N NNNNNNo o Jio oo
_ ,Z Z Z ,Z Z Z, Z, |
*
: | | | | !
| | | |
| | | |
o g A 9 i
4 W iV W A W 4 W Y
| | | |
| | | |
\\\\\\\\ I S E R SR
| | | |
| | | |
| | | | -
< ! = ! < ! < ! <
— | N | (g} | <t | s}
4 , -~ , 4 , L , -
| | | |
| | | |
| | | |
\\\\\\\\ -t """+ = —— — — — =
| | | |
| | | |
| | | |
o q @ Q@ @
| | | |
| | | |
\\\\\\\\ N S B DR
| | | |
| | | |
| | | |
= | « | @ | g | a
- | 4 | -~ | i | -~
| | | |
| | | |
| | | |
\\\\\\\\ e el e I
| | | |
| | | |
| | | |
= [ I~ , - , = , I
| | | |
| | | |
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Quedando el sistema de ecuaciones:

-1 0 0| -3011.76 0 —7529.411 | | | P, 8
0 -1 0 0 — 480000 0o © e | e P, 0
0 0 -1/ 7529411 0 12423.53 | | P, [ | -10
7777777777 1 628011,76 0 7529411 | -625000 o0 o0 . ||z, 23
©) 0 484248.1 1274427 0 —4248.1 1274427 o ) Z, -70
o | 7529411 1274427 76477,16 | 0 - -1274427 2521196 o Zo| | 730
| —625000 0 0 | 1878011.76 0 7529.411 | | z, 438
© | 0 —4248.1 —-1274427 0 49274428 1274426 |  © | © x| Z. |=| -88.125
C 0 1274427 2521196 | 7529411 1274426 15294275 | Z,| | 2151
S o-1250000 0 0 -1 0 0 P, 0
e i © i 0 —8496.18 -25488.53 1 0 -1 0 ©) P, | |-16.875
| | 0 0 0O 10 0 0 Z,| | 0
7777777777 T s 0 =75294110 21 0 o |p,| | 3938
o o 0 — 480000 o e 10 -1 P, 0
I | | 7529.411 0 12423.53 | 0 0 -1 |Pg| | -2096
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Resolviendo el Sistema de Ecuaciones tenemos:

T ING7
11.1

0.96 24.81
2.41 41.67

—

L '— J’i’".’V'/ \ ‘“\-\.|_ Lopernd

A \\_'/J A

- 99.62
&4.26
1.1.6.9 — Desplazamientos en los extremos de las barras en ejes locales:

1.1.6.10 — Fuerzas Interiores en los extremos de las barras en ejes locales:
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CAPITULO 2

ANALISIS DE SEGUNDO ORDEN DE ESTRUCTURAS
RETICULARES. PERDIDA DE ESTABILIDAD

En los cuerpos elasticos, asi como en los cuerpos rigidos, se pueden distinguir dos tipos de
equilibrio, estable o inestable.

Supongamos que un sistema eldstico fue sometido a cierta desviacidon respecto a su posicion de
equilibrio. Si al eliminar la carga el sistema vuelve a ocupar su posicion inicial, este equilibrio se le
llama estable. Si el sistema no vuelve a ocupar su posicion inicial, este equilibrio se llama inestable.

En condiciones normales siempre existen causas por la que el sistema se desvia de la posicion de
equilibrio. Es por eso que ningun sistema puede permanecer durante mucho tiempo en un equilibrio
inestable. Siempre tiene lugar el paso relativamente rapido a una nueva forma de equilibrio. En este
caso se dice que ha habido una pérdida de estabilidad.

Un sistema que pierde la estabilidad puede comportarse de distintas maneras. Generalmente el
sistema pasa a ocupar una nueva forma de equilibrio estable. Este paso en la mayoria de los casos
va acompafiado de grandes desplazamientos, del surgimiento de grandes deformaciones plésticas o
de la destruccion completa del sistema. En algunos casos, al perder la estabilidad, la estructura sigue
trabajando y cumple como antes sus funciones basicas, como por ejemplo la placa delgada que
cubre la estructura de los aviones. Pueden ocurrir, por ultimo, casos en los cuales el sistema,
después de perder la estabilidad y de no encontrar otra forma estable, permanece oscilando sin
amortiguamiento. El fenomeno de pérdida de estabilidad en el caso de cuerpos elasticos se puede
observar en toda una serie de ejemplos.

El ejemplo més simple es la pérdida de estabilidad de una barra comprimida axialmente. La forma
rectilinea de equilibrio de la barra comprimida es estable solamente mientras la carga no pase de
cierto valor que se le llama critico. Cuando la carga aplicada es mayor que la carga critica, la barra
no puede mantener largo tiempo su forma rectilinea y se comba. Entonces es cuando tiene lugar la
pérdida de estabilidad.

2.1 — Introduccion al Analisis de Segundo Orden.
El comportamiento no lineal de las estructuras se debe en general a:

v Al material del que se componen los electos de la estructura que presenta un comportamiento no
lineal en su ley tension-deformacion, es decir el material no es linealmente elastico sino plastico o
visco elastico.

v' Las deformaciones alcanzan valores tales que originan cambios considerables en la geometria
de la estructura, de modo que las ecuaciones de equilibrio hay que referenciarlas al estado
deformado y no al no deformado como ocurre en el andlisis lineal.

En nuestro trabajo nos centraremos en el analisis no lineal debido al cambio de geometria de la
estructura.

37



Tesis de grado: Analisis no lineal de estructuras reticulares. Perdida de estabilidad

Existen tres técnicas fundamentales:

I- Uso de la matriz rigidez elastica Kg obtenida en el andlisis lineal mas una matriz rigidez
geométrica Kg.

2- Uso de la matriz rigidez elastica Kg afectando sus términos de algunos coeficientes que toman
en cuenta el efecto de la fuerza axial.

3- Analisis mediante iteraciones del equilibrio de la estructura deformada.

En nuestro trabajo nos centraremos en la primera técnica.

2.2 — Portico Plano. Estudio de 1a Barra Plana.
2.2.1 — Deduccion de la matriz Geométrica.

. Planteamiento del Problema:

Célculo de la rigidez geométrica de una barra prismatica, de eje recto, tomando en cuenta la
influencia de la fuerza cortante y de la fuerza axial en las deformaciones transversales.

Sea la barra de eje recto AB de la Fig. 2.1a solicitada como se indica; en la Fig. 2.1b se muestra la
misma barra deformada y se indican los corrimientos generalizados u;, up, us, siendo u, y us
independientes entre si ya que tiene en cuenta la deformacion por fuerza cortante; en la Fig. 2.1c se
indica un elemento diferencial de la misma barra después de la deformacion.

Fig. 2.1
Las cargas y desplazamientos en los extrerfos de la barra pueden ordenarse:
(2.2.1.1)
(2.2.1.2)
Las cargas distribuidas:
(2.2.1.3)

38



Tesis de grado. Andlisis no lineal de estructuras reticulares. Perdida de estabilidad

Las solicitaciones de una seccion genérica:

S'=(N, Q, M) (2.2.1.4)

. Ecuaciones de Campo:
Ecuaciones de Equilibrio:

~ 2 . .
Se supone que u; es tan pequefio que us” < 1, y por tanto, se pueden hacer las siguientes
modificaciones:

cosu=1- u32/2 =1
sen uz = ujz

cos (uz +duz) = 1 - u3*/2 - uzdus = 1 - uzdus (2.2.1.5)
sen (U.3 +dIl3) =usz + dU.3 - U.32dU.3/2 =uz + dIl3

De la fig. 2.1 puede establecerse :

dy q, =- Ncos(u; +du,)-dNcos(u, +du,)+ Ncos(u,) + Qsen(u; +du,) +dQsen(u, +du,)-Qsen(u,)

(2.2.1.6)
dy q, =Nsen(u,) - Nsen(u, +du,)-dNsen(u, +du,) +Qcos(u;) - Qsen(u, +du;)-dQsen(u; +du;)

(2.2.1.7
dy q; =- Nsenu,(dy +du,) + Ncosu, (du, ) - Qcosu, (dy + du, ) - Qsenu, (du,) + M -M -dM

(2.2.1.8)

Sustituyendo 2.2.1.1 y despreciando los términos de orden superior se obtiene:

q =-—+u,—+Q—> (2.2.1.9)

S RN e I (2.2.1.10)
q, dy dy 3 dy
dM du du
s == -7 QFN—E-Nuy -Q- -
y dy dy (22.1.11)
. Ecuaciones Geométricas:

Las deformaciones son:

5'=(evx) (2.2.1.12)
Siendo €7y« las deformaciones axial, de cortante y la curvatura respectivamente.

La relacion entre las deformaciones O y los corrimientos u puede establecerse aplicando
desplazamientos virtuales du,,du,, du; al elemento dy. Es claro que:

(2.2.1.13)
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We = Wi
Siendo:

We: Trabajo virtual dado por las fuerzas extremas en los desplazamientos virtuales 6u,,du,, du,.

Wi: Trabajo virtual dado por las acciones internas N, Q, M, en los desplazamientos
correspondientes g, Oy, 0K .

q,0u,dy +q,0u,dy +q,06u,dy =(Nd & + Q0 y + M6 x)dy (2.2.1.14)

Introduciendo los valores de q (2.2.1.9 a2 2.2.1.10) en 2.2.1.14, integrando para toda la longitud de la
barra y simplificando, se obtiene:

B B B
Iqlauldy +Jq26u2dy +Jq36u3dy +[Q 8uz]i '[Q U, 8ul]i +[N Sul]i +[Nu3 8uz]i +[M 61J’3]i
A A A

du, _B du? ¢ du, ¢ du, _B _B du,
NS[ & jdy JNB[ . ]dy+£N6 du, o y+£Q5 & dy £Q663dy le du, & dy

MS( du, )dy (2.2.1.15)

El primer miembro de 2.2.1.15 representa el trabajo de las fuerzas exteriores en la viga AB y el
segundo el de las acciones interiores S; por lo tanto es inmediato que:

2
_duy vy dw (2.2.1.16)
dy 2 dy
d d
= ;2 —u, —u, L (2.2.1.17)
y dy
du,
K=—= (2.2.1.18)
dy

Como es logico, a partir de las ecuaciones geométricas (2.2.1.16 a 2.2.1.18) pueden obtenerse las de
equilibrio correspondientes (2.2.1.9 a 2.2.1.11) en forma totalmente similar, aplicando ahora

desplazamientos virtuales dg, 9y, 0K .
Por ejemplo de 2.2.1.16:

2
se = o Ui |~ 5| U2 |4 g du, 92 | = 5[ B |-y su, +usf B2 |+ Mgy (22.1.10)
dy 2 dy dy dy dy

B B4 8 ¢ d t..d
0 [ N 8 dy =JNESu1dy - [ Nudu,dy +JNU3E(5uz)dY'fN_5;y2 usdy (2.2.1.20)
A A A A A
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Y realizando las integrales:

B B
Noedy =[N&u,|? —I(Su )(jll;jdy I Su, )Nu,dy + [Nu,du, |° J.(Su N d;3 dy —J.(Suz)u3—d

A A

> —y

+ [ (6u, )Ndu,dy (22.1.21)

P> Sy O

De modo similar, se obtiene:

EQaydy:[QBuz]i —E(suz)icyzd j(au )Qdy -[Qu,8u,]? +j dy =3 dy +j Su,) d(;dy
j (6u, )Q%dy (2.2.1.22)
y

EM sk dy =[M&u,]? —E(s )C(li—Mdy (25193)

Igualando estos trabajos al desarrollo por qi, q2, q3, podemos establecer:

dN
du 1[——+—(Q 3)} q,0u, (2.2.1.24)
dy
dQ d
5112[ Q_ (Nus)} q,0u, (2.2.1.25)
dy
du, du, dM
du { Nu, —Q Q . } q;0 u; (2.2.1.26)
dy
dN (2.2.1.27)
:__+_ Lol
q, dy dy (Qu 3)
~dQ _d
= Nu
q, dy d( u;) (2.2.1.28)
dM du du
=———— —-Q+N—2—-Nu,-Q—~
d; dy Q dy 3 dy (2.2.1.29)

Ecuaciones idénticas a2.2.1.9a2.2.1.11.

. Ecuaciones Fisicas:

Las deformaciones o y las acciones S estan relacionadas por:

N _Q _0Q M
E=—; y=—<u= K= —
AE AG AG El (2.2.1.30)
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. Energia de Deformacion:

La energia de deformacion puede calcularse como:

1 B
UZE[J(N8+QV+MK)dy} (2.2.1.31)
A

Sustituyendo 2.2.1.30 en 2.2.1.31:

B B B
U :%[AEJSZ dy +AG[ y’ dy+E1jK2dy} (2.2.1.32)
A A A

Introduciendo 2.2.1.16 a 2.2.1.18 en 2.2.1.32, eliminando términos de orden superior y agrupando,
tenemos:

B 2 B 2 B 2 B
u=1 AEj[ﬂJ dy+A,G[ [d“_zj st —2u, 202 dy+EIj(du—3J dy+AED(2u3&du—2—u§&Jd}/}
2| aldy | L dy dy Al 2 " dy dy dy

B
+ ASGD(zug du, _ 2u, du, %]dy }} (2.2.1.33)
A dy dy dy

En la ecuacion anterior los tres primeros términos del segundo miembro representan la energia de
deformacion si no se toma en cuenta el efecto de la fuerza axial en las deformaciones transversales.

. Funciones de Interpolacion.
Los corrimientos generalizados “u” pueden relacionarse con los desplazamientos extremos “d” en
una primera aproximacion mediante los polinomios que se obtienen en el analisis lineal.

Las ecuaciones de equilibrio y geométricas correspondientes al analisis lineal pueden obtenerse
facilmente como:

N -4 M, (2.2.1.34)

q, d_y, q, dy > 45 d_y

y

gz, _duw o _du
dy,v ay dy (2.2.1.35)

y a partir de éstos, haciendo q; = g = q3 = 0 las ecuaciones diferenciales de los corrimientos u:

du
dy

2
L= (2.2.1.36)

2

EA
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2
A G(duj - du3J= 00A.GLy=0
dy” dy dy

2
g% +ASG(du2 —u3j =0
dy dy

Integrando las expresiones anteriores:

u, +tay+b=0

A.G
Elu, + ; vy  +cy+d =0

—_ l ASG 3 e 2
u, =yy-— Yy +5y +dy |+e

ElI| G

Donde:
a, b, ¢, d, e, son constantes de integracion a determinar en cada caso. Haciendo:

_ 12EI

- AGL?
u, =-ay-b=0
u, =yy- 12 {ASny3+£y2+dy}+e

? ®A GL*| 6 2
uy =2 {ASGY}’Z +cy+d}
®AGL*| 2

A continuacion se calculan los u para cada uno de los desplazamientos d.

A modo de ejemplo calcularemos u para d; y d,
v Desplazamientos d, (mantenimiento impedidos el resto de d)
Condiciones de borde:

yZOI dy<>0, dy=d3=0
y=L22 d4=d6=0

De 2.2.1.43:

y=02 Il1:d3=0=d
y=L:u=ds4=0;a=0
Il1:0d4

De 2.2.1.45:

y=OIIl3:d3=0=d

A G A G
y=L:u3=d6=0=—; yL+cL=- ; yL
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(2.2.1.37)

(2.2.1.38)

(2.2.1.39)

(2.2.1.40)

(2.2.1.41)

(2.2.1.42)
(2.2.1.43)

(2.2.1.44)

(2.2.1.45)

(2.2.1.46)

(2.2.1.47)
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De 2.2.1.44:
12 AG ; AG._,
=0:u;=ds=0=yL~- —y [’ ———L" |+d
yohmmGTET ¢ASGL2(6Y 4 j ’
0]
Oy=- d
L (P
AG o
c=— d, (2.2.1.48)
2 (1+CD)
O 12 AG () AG o
Ou,=—7———d,y— —| — d, [y’ +—=—-—=d,y’ |+d
S (e T CDASGLZ( 6 ( ((+o)L zjy 4 (1+o) j :
Haciendo n =Y
L
1 2 3
= 1-3n" +2n”" +(1+1)® 2.2.1.49
u, (1+(D)( n 420" +(1+n) )dz ( )
De la segunda de 2.2.1.35:
u, = dv, -y (2.2.1.50)
dy
Sustituyendo 2.2.1.48 y 2.2.1.49 en 2.2.1.50:
1 d
u, =——\|-6m+6n’ )= 2.2.1.51
3 (1+(D)( n+0om )L ( )
v Desplazamientos d; (mantenimiento impedidos el resto de d)
Condiciones de borde:
y=0:d3<>0, di=d,=0 (2.2.1.52)
y=LI d4=d5=d6=0
De 2.2.1.43 se obtiene inmediatamente:
w=0ds (2.2.1.53)
De 2.2.1.45:
y=0, u;=ds (2.2.1.54)
DA GL
= _de;m d=-—=""4d,
®A GL 12
y= L: u3z = d6 =0
A GL’ DA GL?
__ 12 : YA G - G d,
®A GL 2 12
®A GL A
Oe=- G d, - G yL (2.2.1.55)

12 2
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De 2.2.1.44:

y=0:u=d=0; 0 e=0
y=LIU.2=d5=O

A GL ®A GL A ®A GL*
0=yL-— 12 |YAGL [ 1f@AGL " AG ) N2 PAGL
®A GL 6 2 12

=yL
Y 12 2

2 1 3
0=yL-—yL-—Ld,+—vyL+Ld
Y (DY 5% CDY 3

— CD d3
2(1+ D)

Oy= (2.2.1.56)

Sustituyendo 2.2.1.56 en 2.2.1.55:

_®AGL, L AG ®
C -_—
12 7 2 20+d) ° (2.2.1.57)

Sustituyendo 2.2.1.54, 2.2.1.56 y 2.2.1.57 en 2.2.1.44 y teniendo en cuenta 1 = L se obtiene:

1 1
= —|n-20° +»* +=(n-1n°)® |Ld
u, (1+q))(n Nty 2(11 n) j 3 (2.2.1.58)

y de la segunda de 2.35:

1 2
u, = (1+(D)(1—4n+3n +O(1-1))d, (2.2.1.59)

Procediendo de forma similar se obtienen las funciones de interpolacion indicadas en la tabla.

. Matrices Rigidez:

Los coeficientes de las matrices rigidez pueden obtenerse mediante el Teorema de Castigliano
diferenciando la férmula de la energia de deformacion, en funcién de u;, u, y uj respecto a cada uno
de los desplazamientos extremos d.

Sabemos que, en general:

ou

P, :a—j(Dj =d,,d, ..d,) (2.2.1.60)
Donde:

Pj: Reacciones en las ligaduras extremas, correspondientes a cada uno de los desplazamientos
extremos.

Antes de calcular los valores dados por 2.2.1.60 conviene introducir la siguiente simplificacion:

De la primera ecuacion de la tabla 1
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u, =(1-n)d, +nd, (2.2.1.61)
du 1
0 ="@,-d
dy L( 4 -dy) (2.2.1.62)
du ’ 1
(d—;j =F(di+df-2d4d1) (2.2.1.63)
Haciendo
AE _
- (ds—d)P=cte (2.2.1.64)
Gas = 34 - PGAs (2.2.1.65)
dy AE

Donde P es fuerza axial en la barra.

Sustituyendo 2.2.1.62 a 2.2.1.65 en 2.2.1.33 y ordenando, se obtiene:

1

1 ¢ P ? du du
— 2 2 _ 2 2
u=- AE{F@ +d2-2d,d,)dy AE£u3 " dy+AE£2u3

P B
2 —dy +GASI
dy AE Ld

2 B
J dy + GAsJ.uidy
A

2 du 2 du P 2 P P B( du :
+GAs|| -2 2 |dy +GAs || -2 2 | —dy+GAs || 2u?—dy |—dy+EI|| — | d
fomtronl(cm by oo o) oeslte]o]  aaie

A

Ecuacion que, en forma simplificada, podemos escribir:

1 ¢ PAE ¢t PAE {~ ¢ ¢ t ~ PGAs? ~ PGAs' i
=5{AE£M—E£N+E£N+GAS£O+GAs£N+GAs£—N+ AEsi—N+ AES£2N+EI£Q}

(2.2.1.67)
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Siendo:

M = %(di +d?-2d,d,)dy

Y la ecuacion 2.2.1.60 quedara:

B B ~
Pj_a_U_l{AE M _PAE fON | PAE foN GAj GASIa GAJ_O_N PGASJ N
g 2 v 0 AE 6] AE 6] " " " AE < 0j
B B
. PGAs j2 + I 2 (2.2.1.68)
AE <+ 0j L 0

A continuacion, y a modo de ejemplo, calcularemos las reacciones P; y P, debidas a los
desplazamientos d; y d,.

. Calculo de P;:

0 L 0j 0j 6] 6]

oM 2
—=—(d, -d,)dy
:[a L2 1 4

1

0p, =2E 4 -d4,)+E10)+ AsG(0) + 2235 (0)
L AE (2.2.1.69)
. Calculo de P,:
Términos que son funcion de AE
M _, (2.2.1.70)
0,
ON _ du, 2

1
= = 0d, +{36n° +36n* =721 )=-d, +|-6n+30n” —42n° +18n* +(-6n +12n° — 67’
5, g, (H(D)z{  + (36 +36n n)L2 2+[ n+30n 0’ +18n" +(-6n+12n n)q>]

%d3 +0d, + (360 -36n°* +72n3)L12d5 +[12n =300" +18n* + (- 612 +6n3)®]id6}dy

A
joN. 2 Odl+£d2+{L+(‘l¢ﬂd3+ld3+0d4"'(_ijlds'{i_(lcpﬂdé 2.2.1.71)
20, (1+o) 5L 10 2 L 5L)L 10 (2
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jgN :(lch)Q{Odl + (7207 +720* ~1440° +120® - 1202 @M, +[- 121 + 600 - 841 — 50 +181° + 361"
B 2 +

-2 -d-d* + 032] d, +0d, +( 72n* - 72n* +144n° —12n® +12q GJ) d; +[24n -60n° —121n°®

0 +36n° +120°D + n2¢]§d6

N__2 ~10d, + [12+2¢)1d +[1—1¢+1¢2}d3+0d4+[—12—2¢}12d5+[1—1¢+1¢2}d6
20, (1+0) 5 L 5.2 2 5 L 5.2 2

A

(2.2.1.72)

Sumando 2.2.1.70,2.2.1.71 y 2.2.1.72:

ppr=_ T _ 0d1+(6+2¢J1d2+{1 —1¢2}d3+0d4+[—6—2¢}2d {1 ICDZ}dG (2.2.1.73)
(1+®) 5 L 10 2 5 L 10 2

Términos que son funcion de GAs

:0=(12q))2{0d1 + (3607 +36n* + D2 —72n° + 1200 —12n2<D)led2 +[-6n+3007 —420® +180" + 0D + 617D
+
2

2
—on’P + NP’ - b - q;} d, +0d, +( 36m* -36n" —®° +72n° - 120D +12n d))—d +[12n -30n’ +5n®

[V R Ko

2 4 3 q)z 2 1
-2 ® +18n" + oD + — —nP° |—d,
2 L
_2¢_¢2J Lg vty } (2.2.1.74)
L

Aa 6 N :
I* 0d, +{ - +20+®° |—d, +| —Id, +0d, +| -

20, (1+o) 5 L 10 10

[ 2 61 1 (-o 61 1 (o

—N= 0d, +——d, +| —+| —||d, +0d, ———d, +| ——| = ||d

laz (+o) | ' SL 10 (2] PUUTE 5L 0 [2) 6 (2.2.1.75)

2
PRI R P 90 LY i )
52 2 5 L5 272

A —
jiﬁzizz 0d, +[12+2¢J1d2
30,  (1+o) 5 L

(2.2.1.76)
Sumando las tres expresiones anteriores:
2 2
P = (lAqu)}y {o d, +%d2 +%¢2d3 +0d, —qLJZdS +;¢2d6} (2.2.1.77)
+
Pero: AsG = 12EZI
L
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Y la ecuacion 2.2.1.77 queda:

cDZ

2
12EL {Odl +%d2 +%¢2d3 +0d, =

(1+ @) oL

AE —
P =

1
d, +2¢2d6} (2.2.1.78)

A los valores anteriores de 2.2.1.78 habrd que sumarles los correspondientes al tltimo término de
2.2.1.60:

o 2
3, Vv oy

1 1
s +(12-60n-6®+7217 +12 ncb)L3d6}

1 1
{0 d, +(36—144n+144n2)§d2 +(24-84n+ 60 +7202 12 nCD)Ed3 +0d, +(-36+144n-1441?)

1_¢d . EI 12 6 12 6 2.2.1.79
2EIja2Q_(HCD)Z{0(11+L3012+L2013+o<114 L3d5+L2dé} ( )

Sumando 2.2.1.78 y 2.2.1.79 se obtiene:

12EI 6EI 12EI 6EI
P, =<0d d d, +0d, - d d 2.2.1.80
? { 1+(1+<1>)L3 2+(1+<D)L2 2 7 0¢ (1+ )2 5+(1+<D)L2 6} ( )

AsG

Términos en funcion de

A 2 2
ji 0d1+(12+2¢J1d2+ 1—CD+d3+0d4+[—12—2q>j1d5+ 19,974,
20, 1+q>) 5 L 5.2 2 5 L 5 2 2

(2.2.1.81)
.0 4 6 6 1 1
2—N= 0d, +| —+20+®° |—d, +— d +0d, +|-—-20-®° | —d, +—d
l 0, (t+o) | (5 ) 10 ( 5 )L 10 (2.2.1.82)
AsG ASG 1 1 1 1 1 1
PAE =—————10d, -2P—d, +[—q:+q:2]d3 +0d, +20—d, +(—q:+q:2]qn2d6 (2.2.1.83)
(1+ @)’ AE L 2 2 L 2 2

Procediendo de forma similar son los demas desplazamientos se obtienen los distintos valores de Pj,
que pueden expresarse cOmo:

P=KPd+Kgd+Kg,d (2.2.1.84)
Donde K7 ,K¢,,K¢, son las matrices dadas en 2.2.1.86,2.2.1.87 y 2.2.1.88

Si no se toma en cuenta la deformacion producida por la fuerza cortante, la ecuacion 2.2.1.84 se
reduce a:

(2.2.1.85)
P= KqE)d + Kgd
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Donde K} ,K¢ son las matrices de rigidez elastica y geométrica respectivamente.

El utilizar la ecuacion 2.2.1.84 o la ecuacion 2.2.1.86 depende del tipo de estructura. En general con
2.2.1.84 se obtiene bastante aproximadamente, excepto en las columnas laceadas.

Funciones de Interpolacion:

d
u (1-n)1+)! 0 ! 0 {1+ ) ! 0 d,
: 1 1 , 1 1 1 1 , 1 L1 d,
{32}:(“@) 0 (1—3n2+2n’+(1—n)¢>)[n—2n2+n3+2(n—n2 jL 0 3n2+2n’+n<1>(—n”n’—z(n—nz)@jL y
’ 0 o (enrer)- 1 t-ane3pef-mle o0 (6n—6n2)% L —ae3nt o d;
' d6
12EI
Donde: 1 :l;(D = 5
L GAsL
Matriz Rigidez Eléstica. Barra Plana.
_ . _
AE(1+®) 0 0 | _AE(1+0) 0 0
L ! L
12Elz 6Elz | 12El1z 6Elz
O L3 L2 i O - L3 L2
6Elz  (4+®)Elz ! 6Elz (2-®)Elz
1 0 2 ! 0 2
L e 0 L] Lo L___.
+ +
(1+@)| _AE(+®) o | AE(+r®) 0 (2.2.1.86)
L ! L
12El1z 6Elz ! 12Elz 6Elz
0 B L s
0 6Elz  (2-D)Elz | 0 6Elz  (4+®D)Elz
|
L L L ! L L
Matriz Rigidez Geométrica 1. Barra Plana.
I 0 0 1 0 0 0
|
0 [S420|L 1 T o [-%-20|t LIPS
L 10 2 ! 5 L 10 2
|
0 (24.1 _l ZJL ho (_14.1(1)2} (_1_1 1(1)2JL
ke =2 |\ 5.6 2 ) _ Ao\ 0.2 /) \30 6 3 _J.
S (1+a) |0 0 0
0 [-%-20|L L 1o 0 [S420 |t L Ly
5 L 10 2 ! 5 L 10 2
0 (—1+1<1>2j [ 1 1] ZJLEO [—1+1 Zj [2+1q>—1(1>2jL
L 10 2 30 6 3 . 10 2 15 6 2 ]
(2.2.1.87)
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Matriz Rigidez Geométrica 2. Barra Plana.

(2.2.1.88)

Matriz de Rigidez Geométrica de la Barra Plana teniendo en cuenta el efecto del Cortante: (2.87)

2.2.2 — Ejemplo Ilustrativo.

Realizar el Andlisis no Lineal del portico de la figura:

o VLYY YAy Yy g b T
A A
LA T .

35 EMm ﬂw@) 4
; [ T

En el Capitulo 1 se le realizé el andlisis lineal a esta estructura y tomaremos los resultados para
resolver nuestro problema.
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Fuerzas Interiores en los extremos de las barras en ejes locales:

[ 64.28 kN | [ 28.33 kN | [ 30.31kN ] [ 99.668 kN |
2.41kN 5426 kN 33.88kN -2.082kN
| 095kN | | 2891kN | 3412kN | -1.239kN
Proleaos kN | P27 i2833 kN P71 3031kN Pi=1 99 668 kKN
13.588 kNm 65.74 kNm 11.12 kNm -41.668 kNm
-28.90 kNm | | -63.36 kNm | | OkNm | | 24.809 kNm |

Nota: Como se observa por los resultados todas las barras trabajan a compresion.

2.2.3 — Calculo de la Matriz de Rigidez Geométrica de cada barra:

Como las barras 1, 2, 4 son empotradas — empotradas su matriz geométrica sin tener en cuenta el
efecto de cortante es:

) | _
0 0 0 3 0 0 0
|
o 6 1 _6 1
5L 10 3 5L 10
o L 2p LI
K =P*| - 015 10 30
0 0o 0 0 0
|
|
o -6 1. o 6 1
5L 10 5L 10
0 LR L2
L 10 30 ! 10 15

Barra 1. Para P = - 64.28 kN (fuerza axial a compresion)

0 0 0 0 0
|

0 024 01 0 -024 0.1

- 0 01 067 0 -01 =-017

K, =-64.28KN| ---=5-mmmotmmofomm oo

0
0 -024 -0.1:0 024 -0.1
0 01 -017:0 =01 0.67
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Barra 2. Para P =-28.33 kN (fuerza axial a compresion)
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0 0 0 |0 0
|
0 02 01 !0 -02 0.1
- 0 01 08 !0 -01 -02
K, =-2833kN| -~~~ G
0 0 0 10 0
0 -02 =010 02 =-0.I
0 01 -02,0 -0.1 0.8
Barra 4. Para P = - 99.68 kN (fuerza axial a compresion)
0 0 0 0 0 0
0 024 01 '0 -024 0.1
_ 0 01 067 0 =01 =-0.17
K, =-99.68kN| ——————-————"——- o
0 0 0 10 0 0
0 -024 =-0110 024 =01
0 01 =-0.1710 -0.1 067

Como las barras 3 es empotradas — articulada su matriz geométrica sin tener en cuenta el efecto de

cortante es:
B |
0 0 i
I
0o & :
5L |
I
_ 0 1 :
R =P|-------3-- 3 :
0 0 i
I
I
0 _ 6 !
5L !
0 0 i

K¢ =-30.31kN

0 0 0
Ly, -6
5 5L
L, _1
5. + 5

0 0 0
L, L
5 5L
0 0 0
0 0 |
|

038 0.13 |
0.13 038
0 0
-0.38 —0.133
0 0 |
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Sumando la rigidez elastica obtenida en el capitulo 1 con la rigidez geométrica obtenida

anteriormente tenemos:

Matriz Rigidez de la Barra 1:
[ 480000

—480000
0
0

Rotando la Matiz K, tenemos:

[ 2996.34
0
~7522.98
~2996.34
0
| -7522.98

Matriz Rigidez de la Barra 2:
[ 625000

—625000
0
0

Rotando la Matiz Kg, tenemos:

[ 625000

—625000

0 0 | —480000
299634 752298 | 0
752298 25180.68 | 0

0 0 1 480000
-2996.34 -7522.981 0
752298 1243424 | 0

0 —-7522.98 | —2996.34
480000 o | 0

0 25180.68 | 7522.98

0 752298 | 2996.34
— 480000 o 1 0

0 1243099 | 7522.98

0 0 | —625000
04242 1274143 0
1274143 5123097 | 0

0 0 | 625000

~4242.42 1274143 0
1274143 25217.63 | 0

0 0 | —625000
04242 1274143 0
1274143 5123097 0

0 0 | 625000
-4242.42 -12741.431 0
1274143 25217.63 | 0

54

0 0
-2996.34  7522.98
-7522.98 12434.24
0 0
2996.34 —7522.98
-7522.98 25193.66 |
0 —7522.98 |
- 480000 0
0 12430.99
0 7522.98
480000 0
0 25180.68 |
0 0 |
—4242.42 12741.43
-12741.43 25217.63
0 0
424242 -12741.43
-12741.43 5123097 |
0 0
—-4242.42 12741.43
—-12741.43 25217.63
0 0
424242  -12741.43

—-12741.43 5123097 |
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Matriz Rigidez de la Barra 3:

[ 1250000 0 0 ' —=1250000 0 0
0 8507.54  25492.32 i 0 -8507.54 0
g =| O 2349232 7647636 L0 72549232 0
> =1250000 0 0 i 1250000 0 0
0 -8507.54 —25492.323 0 8507.54 0
.0 0 0 | 0 0 0]
Rotando la Matiz Kg3 tenemos:
[ 1250000 0 0 | —1250000 0 0]
0 8507.54  25492.32 i 0 -8507.54 0
o] I 2549232 7647696 0 72549232 0
> 1 =1250000 0 0 i 1250000 0 0
0 —8507.54 —25492.32 i 0 8507.54 O
| 0 0 0 | 0 0 0
Matriz Rigidez de la Barra 4:
[ 480000 0 0 ' —480000 0 0 |
0 2987.84 751944 i 0 —2987.84 751944
g =l 0 751944 2515708 0 -751944 1244014
* 1 -480000 0 0 i 480000 0 0
0 —-2987.84 —-751944 i 0 2987.84 —7519.44
|0 751944 1244014 | 0 —-7519.44 2515708 |
Rotando la Matiz Kg4 tenemos:
[ 2987.84 0 -7519.44 | —2987.84 0 -7519.44 |
0 480000 0 i 0 —480000 0
K,=| PP 0 BT ;0,8,,%,7 S1944 0 12440.14
—-2987.84 0 7519.44 | 2987.84 0 7524.93
0 —480000 0 i 0 480000 0
| —7519.44 0 12440.14 | 7519.44 0 25157.08 |

Como se muestra la mayoria de los términos de la matriz rigidez de cada barra, estos disminuyeron

sus valores debido a que estdn sometidas a un esfuerzo de compresion.
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Después de ensamblar la Matriz Rigidez de toda la estructura, formar y rotar el vector de Momentos
de Extremos Fijos, formar los vectores de los desplazamientos y fuerzas nodales y conformar el
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sistema de ecuaciones como se ha mostrado en el capitulo 1, se obtienen los resultados.

Este proceso de afectar la rigidez de cada barra sumandole una geométrica se realiza hasta que las

deformaciones entre una iteracion y otra sean lo mas préximas posible.

Ademas de mostrar los resultados de esta iteracion mostraremos unas iteraciones mas para ver el

comportamiento de las deformaciones nodales y de las solicitaciones nodales de cada barra.

Desplazamientos en los extremos de las barras en ejes locales:

0 [0.00007223 ] £ 0.00002611 |
0 -0.0001379 -0.00020635
0 -0.00078 ~ | 0.00028693 N
Z, = Z,=| oo Zy =|TTTTT T z,
-0.0001379 0.00002611 0
-0.000072 -0.00020635 0
| -0.00078 | | 0.00028693 | L 0 i
Fuerzas Interiores en los extremos de las barras en ejes locales:
[ 64.24 kN | [ 28.82 kN | [32.64 kKN |
242kN 54.01kN 34.06 kKN
| 096kN ~ _| 30.04kN ~ _| 34.64kN
PZlleanan | DT sk | BT 506 ki
13.82 kNm 64.98 kNm 10.93 kNm
| -30.04 kNm | |-61.11kNm | | OkNm |

Ahora mostraremos los resultados después de iterar tres veces:

Py =

[-0.00020635 |
0.00002611
0.00028693

[ 99.04 kKN |
-3.81kN
1522kN.
-99.04 kN
-39.93kNm

| 23.17kNm |

Deformaciones Locales de cada Barra

Barra | Fuerzas Anélisis Lineal Andlisis No Lineal 1 | Analisis No Lineal 2 | Analisis No Lineal 3
Flecha X 0 0 0 0

Flecha Y 0 0 0 0

E GiroZ 0 0 0 0
g Flecha X -1,33207146E-04 | -1,37914679E-05| -1,37909244E-05| -1,37909202E-05
Flecha Y -7,16220971E-05| -7,22306886E-05 | -7,22294404E-05 | -7,22294465E-05

Giro Z -8,27568946E-04 | -8,31991717E-04| -8,31987680E-04 | -8,31987658E-04
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7,16220971E-05

7,22306886E-05

7,22294404E-05

7,22294465E-05

Flecha X
Flechay | -9-33207146E-05| -9,37914679E-05| -9,37909244E-05 | -9,37909202E-05
‘:‘U Giro Z -8,27568946E-04 | -8,31991717E-04| -8,31987680E-04 | -8,31987658E-04
Df.:g Flecha X 2,54484400E-05 2,61121896E-05| 2,61115163E-05| 2,61115220E-05
Flecha Y -2,06471804E-04 | -2,06352776E-04| -2,06354403E-04 | -2,06354407E-04
Giro 7 2,81349977E-04| 2,86932136E-04| 2,86926936E-04| 2,86926958E-04
Flecha X 2,54484400E-05 2,61121896E-05| 2,61115163E-05| 2,61115220E-05
Flecha Y -2,06471804E-04 | -2,06352776E-04| -2,06354403E-04| -2,06354407E-04
% |airo z 2,81349977E-04| 2,86932136E-04| 2,86926936E-04| 2,86926958E-04
“E‘ Flecha X 0 0 0 0
Flecha Y 0 0 0 0
Giro 7 -0.00002639329 -0.00002639329| -0.00002639329| -0.00002639329
Flecha X 2,06471804E-04 2,06352776E-04| 2,06354403E-04| 2,06354407E-04
Flecha Y 2,54484400E-05 2,61121896E-05| 2,61115163E-05| 2,61115220E-05
fg Giro Z 2,81349977E-04 2,86932136E-04| 2,86926936E-04| 2,86926958E-04
g Flecha X 0 0 0 0
Flecha Y 0 0 0 0
Giro Z 0 0 0 0
Solicitaciones Locales de cada Barra
Barra | Fuerzas Analisis Lineal Analisis No Lineal 1 ,ZAnéIisis No Lineal Analisis No Lineal 3
Axial 64,79394300 65,01990461 65,01964373 65,01964167
Cortante 2,14146429 2,17593815 2,17629741 2,17629722
S | Momento 0,65010198 0,63403079 0,63424457 0,63424470
§ Axial -44.,79394300 -45,01990461 -45,01964373 -45,01964167
Cortante 13,85853571 13,82406185 13,82370259 13,82370278
Momento -29,94278053 -30,04273180 -30,04260407 -30,04260349
Axial 28,85853571 28,82406185 28,82370259 28,82370278
Cortante 54,79394300 55,01990461 55,01964373 55,01964167
S | Momento 29,94278053 30,04273180 30,04260407 30,04260349
§ Axial -28,85853571 -28,82406185 -28,82370259 -28,82370278
Cortante 65,20605700 64,98009539 64,98035627 64,98035833
Momento -61,17912251 -61,11687698 -61,11688867 -61,11688556
Axial 31,81054999 32,64023706 32,63939534 32,63940250
Cortante 33,90040890 34,06923726 34,06975701 34,06975687
g Momento 34,20122670 34,63930788 34,63908296 34,63908433
g Axial -31,81054999 -32,64023706 -32,63939534 -32,63940250
Cortante 11,09959110 10,93076274 10,93024299 10,93024313
Momento 0,00000000 0,00000000 0,00000000 0,00000000
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Axial 99,10646590 99,04933265]  99,05011329 99,05011519
Cortante -2,95201428 -3,81617520 -3,81569275 -3,81569972
3 | Momento -1,02210418 -1,52243090 -1,52219429 -1,52219878
S | Al -99,10646590 -99,04933265|  -99,05011329 -99,05011519
Cortante -40,79798572 -39,93382480|  -39,93430725 -39,93430028
Momento 22,72036611 23,17204687|  23,17175960 23,17176289

2.3 - Obtencion de la Carga Critica.

En el sistema que se halla en el estado deformado entre cargas exteriores y fuerzas de elasticidad
originadas por ellas puede ser no solo estable, sino también inestable.

El equilibrio elastico es estable si el cuerpo deformado durante cualquier desviacion pequeina del
estado de equilibrio tiende a regresar al estado original y lo hace después de eliminar la influencia
exterior que perturbd el estado de equilibrio inicial.

El equilibrio elastico es inestable si el cuerpo deformado, una vez sacado de ¢l por alguna
influencia, sigue deforméndose en direccion a la desviacién provocada y después de quitar la
influencia no regresa al estado original. Entre estos dos estados de equilibrio se encuentra un estado
transitorio que denominamos critico.

Durante el estado critico el cuerpo deformado se halla en equilibrio indiferente; puede conservar la
forma dada a ¢l originalmente, pero también puede perderla a causa de la influencia mas
insignificante.

La estabilidad de la forma de equilibrio del cuerpo deformado depende de la magnitud de la carga
aplicada a él. La carga, cuya superacion origina la pérdida de estabilidad de la forma original del
cuerpo se denomina carga critica.

Cuando las cargas aplicadas a una estructura alcanzan valores criticos esto equivale a la destruccion
de la estructura, porque la forma inestable de equilibrio sera inevitablemente perdida, lo que
practicamente esta ligado con el crecimiento ilimitado de las deformaciones y de las tensiones. La
destruccion sucede, por regla general, de repente a causa de la flexioén, siendo pequeias las
tensiones de compresion cuando la resistencia del elemento a la compresion esta lejos de agotarse.
Para garantizar cierta seguridad por pandeo es necesario que se satisfaga la condicion:

P < [P]

Siendo P la carga que actiia en la estructura; la carga admisible que para el coeficiente de seguridad
por pandeo N, es igual a:

_Per
)=

Asi pues, durante el calculo de sistemas elésticos (en particular, tales sistemas tipicos, como lo son

barras comprimidas) al pandeo es necesario. Ante todo, saber determinar la magnitud de la fuerza
critica Pcr.
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2.3.1 - Aspectos Generales.

Definimos como carga critica Pcr aquella que origina en la estructura desplazamientos que tienden a
infinito. Dentro del rango eldstico, la relacién entre las fuerzas nodales y los desplazamientos
nodales esta dada por:

P=kZ (2.3.1.1)
Ecuacion que puede escribirse:
AP =k7Z (2.3.1.2)

donde:

A :en una constante

P": el vector de los valores relativos de las vargas aplicadas.

La matriz Kg permanece constante para un amplio rango de valores de desplazamientos nodales,
variando la matriz Kg, de modo que la relacion entre fuerzas nodales y desplazamientos nodales
cuando la estructura sufre deformaciones grandes, puede escribirse:

_ s (2.3.1.3)
AP =K, +AK, ) Z
Siendo:
KG* la matriz Kg correspondiente a valores de cargas externas (A= 1).
De la expresion anterior despajamos los desplazamientos:
7= (K, +A KG*)-l/] P’ (2.3.1.4)

Si definimos la matriz inversa como el cociente de la adjunta y el determinante de la matriz, en
inmediato que:

Z=o0 si|K, +AK,[=0 (2.3.1.5)
El valor menor da la carga critica o la carga de pandeo. Pcr = Acr P’

En aquellos casos en que la ecuacion (2.3.1.5) dé lugar a una ecuacion de un grado muy alto, puede
procederse de las siguientes maneras:

a) Sobre un sistema de ejes se llevan distintos valores de P y los correspondientes de

(K; +PK ). Con un nimero suficiente de puntos puede trazarse la curva correspondiente

y encontrar el valor para el que (K, + 4 KG*) = 0 al cual correspondera la Pcr. (Fig. 2.3.1.1).
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Ke+PKs &

Pa P
Fig. 2.3.1.1

b) Realizar un proceso iterativo donde se comience por valores pequeios de Pcr, y poco a poco
aumentar este valor hasta que cambie de signo el determinante para este momento volver al valor
anterior calculado en la iteracion anterior y disminuir el incremento de Pcr y asi llegar hasta el valor
donde el determinante que queremos tienda lo mas posible a cero o la diferencia entre dos valores
consecutivos de Pcr sea tan pequefia que no sea necesaria tenerla en cuenta.

Por ejemplo, si la Pcr esta en unidades de kN y los dos valores consecutivos en la iteracion esta por

2582.62325 kN y el otro por 2582.62543 kN la diferencia esta en las milésimas nos quedamos con
2582.62 kN aunque el determinante aun no sea cero, ya que la Pcr esta tendiendo a 2582.62 kN.

2.3.2 - Ejemplo Ilustrativo. Portico Plano.

2P

P Y 7 S
> E =t

Calcular el valor critico de la
carga P que actiia sobre el
sistema de la Figura 2.3.2.1: A

L b I
“ Ll
Fig. 2.3.2.1
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Seccion de la Barra | Area (m”) | Area Cort(m®) | Iz (m") Iy (m") E (kN/m) | G (kN/m°)
1 0.08 0.0666 0.00106 | 0.00026 | 20000000 | 8000000
2 0.075 0.0625 0,00156 | 0,00014 | 20000000 | 8000000
2.3.2.1 Calculo las matrices de Rigidez Elastica y Geométrica de cada barra
tenemos:
= 12EIZ2 _ 12 x 20000 000 x 0.00036 — 0.00468468
GAcL 8000 000 x 0.0666 x 5
= 12EIZ2 _ 12 x 20000 000 x 0.00014 — 0.00186666
GAcL 8000000 x 0.0625 x 6
2.3.2.2 Matriz de rigidez eléstica.

Para nuestro ejemplo las dos barras son empotrada-empotrada. La Matriz Rigidez Elastica de la
barra plana empotrada-empotrada teniendo en cuenta el efecto del cortante es:

Para la barra 1 tenemos:
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Para la barra 2 tenemos:

250000 0 0 | —250000 0 0
0 15526  465.79 i 0 -155.26  465.79
K |0 46579 186405 | 0 -46579 93072
271 -250000 0 0 i 250 000 0 0
0 -155.26 —465.79 i 0 15526 —465.79
0 46579 93072 1 0 -465.79 1864.05 |

2323 Matriz de rigidez geométrica.

Para nuestro ejemplo las dos barras son empotrada-empotrada. La Matriz de Rigidez Geométrica de
la barra plana empotrada-empotrada teniendo en cuenta el efecto del cortante es:

0 0 | 0 0 0
|
0 [S+20l LIS o [-%-20lL LIS
5 10 2 ! 5 10 2
|
0 (i_lq)zj (£+lq)_l 2jL ) (_i+lq)2j (_i_l _1 Z}L
K =P |y o2 ) s 6 2 ) Ao 102 J\30 6 3 J
@ 1+@)? |0 O 0 o 0 0
|
0 |-—-20|L — =’ 10 |=+20|L -—+—0’
5 10 2 | 5 10 2
0 (—i+lq>2] [—i—l 1 2)Lio 0 (3+1 1 2]L
| 10 2 30 6 3 . 15 6 2 |

Evaluando para P = -30

Para la barra 1 tenemos:

0 0 0 10 0 0

0 0.2418 0.0999 i 0 —-0.2418 0.0999

& _.-60 |0 00999 0.67055 [0 -0.0999 0.1706
571,009 0 0 10 0 0

0
0 -0.2418 -0.0999 i 0 0.2418 -0.0999
0 0.0999 0.1706 {0 —0.0999 0.67055 |
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Para la barra 2 tenemos:

0 0 0 10 0 0
0 0.20062 0.0999 i 0 -0.20062 0.0999
€ = 30 000999 08018 |0 ~00999 02019
% 71003700 0 0 10 0 0
0 —-0.20062 -0.0999 i 0 0.20062 —-0.0999
10 0.0999 0.2019 10 -0.0999 0.8018 i
2324 Calculo la matriz de rotacioén de cada barra:

La Matriz Rotacion de la barra plana es:

_XD B XO _ yD B YO 0 i 0 0 O_
L L !
YD _YO XD _XO O i O O 0
L L |
R = .0 0 ___ 1y 0 ______0___ ¢
! O O 0 i XD _XO YD _YO
| L L
0 0 0 : YD - YO XD _XO 0
L L
0 0 0 0 0 1]
Para la barra 1: Para la barra 2:
0 -1 00 0 O] -1 0 0,0 O O]
| |
1 0 0/0 0 0 0 -1 00 0 0
0 0 110 0 0 0 0 1:0 0 0
R, =| - R, =|- g
0 0 010 -1 0 0 0 0/=1 0 0
0 0 0 i 1 0 0 0 0 0 i 0 -1 0
0 0 0:/0 0 1] (0 0 010 0 1
2.3.2.5 Suma de la rigidez elastica y la geométrica de cada barra:
Para la barra 1 tenemos:
Evaluando para P =-30 y sumando kg + P kg tenemos:
[ 320000 0 0 | —320000 0 0 |
I
0 482.49 1236.24 | 0 —-482.49 1236.24
z =0 ] 123624 410559 | 0 -1236.24  2075.59
L1 =320000 0 0 i 320000 0 0
0 - 482.49 —1236.24i 0 482.49  —1236.24
i 0 1236.24  2075.59 | 0 -1236.24 4105.59 |
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Rotando la Matiz K; tenemos:

[ 482.49 0 -1236.24 | —482.49 0 -1236.24
0 320000 o ! 0 —320000 0
o|T123624 0 410559 | 123624 0 207559
' -48249 0 1236.24 1 482.49 0 1236.24
0 ~320000 o 1 0 320000 0
| -1236.24 0 2075.59 | 1236.24 0 4105.59 |

Para la barra 2 tenemos:

Evaluando para P = -30:

[ 250000 0 0 | —250000 0 0
0 149.26 462.81 i 0 -149.26 462.81
T =0 46281 1840.09 | 0 -46281 93676
? | -250000 0 0 1 250000 0 0
0 —-149.26 —462.81 i 0 149.26 —462.8
.0 462.81  936.76 | 0 —462.81 1840.09 |
Rotando la Matiz Ky, tenemos:
[ 250000 0 0 I —250000 0 0
0 149.26 —462.81 i 0 —149.26 —462.81
K. = 0 -46281 184009 1 0 46281  936.76
?|-250000 0 0 1 250000 0 0
0 —-149.26 462.81 i 0 149.26 462.81
. 0 -462.81 936.76 | 0 462.81 1840.09 |

Como se puede apreciar, si hacemos una comparacion entre la rigidez inicial que tenian las barras
de la estructura (Kg) es menor que la rigidez actual que ahora tienen cada barra; esto se debe a que
sumamos la rigidez geométrica a la rigidez elastica y a que las barras estan sometidas a esfuerzo
axial de compresion.

Los esfuerzos de compresion en aumento disminuyen la rigidez de una barra hasta hacerla perder la
estabilidad es decir su rotura, sin embargo cuando una barra esta sometida a esfuerzos de traccion
su rigidez aumenta ya que dista de perder la estabilidad.

2.3.2.6 Obtencién de la matriz rigidez de toda la estructura.

Dicha estructura esta formada por dos barras y por tres nudos, por tanto habra dos matrices rigidez y
la Matriz Rigidez de toda la Estructura sera de orden 6 x 6. Se conoce que la matriz rigidez de una
barra se puede particionar de la siguiente manera:

o[t K]
C Kb Ky
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En base a lo anterior las matrices rigidez de nuestra estructura analizada seran:

K - Kil Ki2 ,K - K:’2>3 K§2
1 K}Z K122 , ’ K§3 K§2

Para garantizar la necesaria continuidad o compatibilidad de los desplazamientos es necesario
definir la forma y orden en que se ensamblaran estas dos matrices para lo cual se seguird el
siguiente proceder:

Aporte a k de la barra 1.

1 2 3
1|K,, K, ©
k=2|K},, K),, ©
3@ 0 0

Anadiendo a k el aporte de la barra 2.

1 2 3
1| K}, K}, ®
k=2|K; K, +Kj Kj;
3| © K3, K2,

Siendo la matriz k = kg + P kg

Aporte a k de la barra 1.

[ 482.49 0 -123624-48249 0  -123624!0 0 0
0 320000 0 | 0  =320000 0 00 0
-123624 0 410559 | 123624 0 207559 [0 0 0
—482.49 0 1236.24 | 482.49 0 1236.24 10 0 0
k= 0 —320000 0 1 0 320000 0 1000
-123624 0 2075.59 1123624 0 410559 10 0 0
0 0 o | 0 0 0 100 0
0 0 o ! o0 0 0 100 0

0 0 0o I 0 0 0 10 0 0]

Anadiendo a k el aporte de la barra 2.

[ 482.49 0 -1236.24 | —482.49 0 -1236.24 | 0 0 0 ]
0 320000 0 | 0 320000 0 0 0 0
123624 0 410559 | 123624 o 20755 ;0 0 0o

—482.49 0 1236.24 i 482.49 + 250000 0 1236.24 i - 250000 0 0
0 -320000 0 } 0 320000 +149.26 462.81 } 0 —-149.26 462.81
123624 0 - 2 Q?@??,L,,J???;Zf:,,,,,,,,f‘??ﬁl, ,,,,, ‘llQ?~§?,fl§“,Q9?J,,,,Q ,,,,, —462.81  936.76
0 0 0 | -250000 0 0 I 250000 0 0
0 0 0o | 0 ~149.26 —46281 | 0 14926 - 462.80
0 0 0 | 0 462.81 936.76 0 —462.81 1840.09 |
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Quedando la matriz rigidez de toda la estructura k:

[ 482.49 0 -123624 | —482.49 0 -1236241 0 0 0
0 320000 o I 0 — 320000 o 1 0 0 0
-123624 0 410559 | 123624 0 207559 | 0 U 0.
— 482.49 0 1236.24 | 250482.49 0 1236.24 | -250000 0 0
k= 0 -320000 0 0 32014926 462.81 | 0 -149.26  462.81
-123624 0 2075.59 | 123624 46280 594568 | 0 —462.81 93676
0 0 0 | —250000 0 0 ! 250000 0 0
0 0 o I 0 ~14926 -46281 ! 0 14926 —462.81
0 0 0o I 0 46281 93676 | 0 —462.81 1840.09
2.3.2.7 Hallar matriz rigidez reducida de toda la estructura:

e, (Y4

Como los nudos 1 y 3 tienen restringidos “x”, “y” y “giro” sus desplazamientos son cero por lo
tanto las filas y columnas 1, 2, 3, 7, 8, 9 se eliminan quedando la matriz rigidez reducida:

250482.49 0 1236.24
k= 0 320149.26  462.81
1236.24 462.81  5945.68

2328 Hallar el determinante de k reducida:

250137.43 0 1236.24
Determinante = 0 319939.40 462.81
1236.24 462.81 5945.68

Determinante (P =-30) =476 252 179 112 905

Para obtener el valor de Pcr hay que repetir este proceso hasta hacer el determinante cero o que la
Per™ - Per'! < 0.01 (para fijar el fin de la iteracion).

P (kN) -1000 -2000 -3000 -2500
| ke+Pkg | 3,10E+14  1,398E+14 -2,9813E+13  5,4868E+13
P (kN) -2750 -2820  -2823,8290381

| ketPkg | | 1,2502E+13  6,4826E+11 0,19

Quedando Pcr = - 2823,69382145863 kN = - 2823,829 kN
Quedando Pcr =-282,383 t

P =Pcr/1.6 =-2823.82 kN/1.6 = -1764,8875 kKN = -1765 Kn
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3530 1M

[
1765124 |(2) ©) i

Fig.2.3.2.2

Los resultados de la iteracion fueron presentados en un grafico para ver el comportamiento del
determinante | kgtPkg | con respecto a P.
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=2
o
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r 290E+14 A
=
2 A0E+14 -
1 B0E+14 4
1 40E+14 4
9.00E+13 -
4 D0E+13 A
A s d . ; . . ; . . ; . . . P
' = o} = (o} [} {om ) = = = = [} = (o}
[T} ] L [} [T} = ua = L [ u (]
(o] V] - [} [t ] [T] - = ('] [T = —_
— = — — [ [ (] [ [n )
Fig.2.3.2.3
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CAPITULO 3

Solucion del Analisis de Estructuras mediante un Programa de
Computacion.

3.1 — Introduccion.

En el siglo pasado y comienzos del actual los métodos iterativos se fueron desarrollando como una
necesidad para poder abordar estructuras las cuales por los métodos rigurosos eran inaccesibles
basado en la extension de las mismas asi como de los complejos sistemas de ecuaciones a que
conducian. En este sentido se desarrolld el Método de Cross que surge como una forma de abordar
problemas estructurales aplicando el método de los desplazamientos en forma iterativa. Es decir, los
métodos rigurosos fueron dando paso a métodos simplificados que permitian obtener en forma
relativamente rapida la solucion de problemas estructurales complejos.

Es en este sentido que partiendo de estos conceptos y en funcioén del desarrollo de los sistema de
computo, mediante la aparicion de las computadoras digitales aproximadamente a mediados del
siglo XX, vuelven a tener una vigencia total estos métodos rigurosos, ya que es mediante el uso de
los ordenadores que los mismos podran ser resueltos en una forma rapida, precisa y segura. Para
poder abordar un problema estructural a través de métodos computacionales es necesario en primera
instancia desarrollar, el algoritmo matematico que dard solucion al problema. En este estilo de
trabajo es que se basan los métodos matriciales para el célculo estructural; vale decir; generar los
algoritmos que permitiran obtener la solucién de un problema estructural en forma totalmente
general y su posterior programacion con vistas a la elaboracion del programa de computacion
correspondiente.

En los Capitulos 1 y 2 se desarrollaron ejemplos de andlisis lineal y no lineal planos y espaciales.
Por ejemplo, En un portico espacial que cuenta con cuatro nudos, la matriz rigidez de toda esta
estructura es de 24 x 24, el sistema de ecuaciones lineales a que se llega para resolver el problema
es de igual dimension, resolver este sistema de ecuaciones a mano llevaria bastante tiempo para no
decir que seria imposible, es imprescindible si se quieren llegar a resultados lo mas cerca de la
realidad realizarlo con un programa de computacion.

Solamente estamos hablando de resolver el sistema de ecuaciones que se obtiene al final del
proceso de analisis, pero los pasos anteriores hacerlos a mano llevaria un tiempo considerable, eso
sin hablar de los posibles errores de calculo, se realizan cientos de operaciones solo para una
estructura de 4 nudos y tres barras. Si nos presentamos una estructura espacial de 30 barras con 28
nudos seria casi imposible desarrollar nuestro método manualmente. Es vital recurrir a un programa
de computacion.

Por lo general los programas de andlisis resuelven sistemas grandes en poco tiempo, hablamos de

segundos, en ocasiones se necesita vairas corridas si es que quedaron detalles en los datos de
entrada, este proceso no demora.
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Actualmente no solo puede resolverse los problemas de andlisis estructural, es decir obtener las
solicitaciones en los extremos de las barras de una estructura y en su interior, también se puede
disefiar estos elementos, después de obtener las solicitaciones en el interior de las barras se pueden
disefiar dando los datos pertinentes al disefio sea de hormigén o de acero, pero esto no queda aqui,
también se pueden dibujar los planos de los elementos disefiados.

3.2 — Secuencia de pasos.

v Lectura de datos generales.

1- Coordenadas de los Nudos.

2- Datos de las Secciones y de los Materiales.

3- Restricciones de Apoyo.

4- Caracteristicas de las Barras.

5- Cargas en las Barras.

6- Cargas en los Nudos.

v Formacion de la Rigidez de toda la Estructura.

1- Rigidez de cada barra E-E.
2- Rigidez Modificada de cada barra.

3- Calculo de la Matriz Rotacién de cada barra.

4- Rotacion de cada barra.

5- Ensamblaje de la matriz rigidez de toda la estructura.

v Momentos de Extremos Fijos.

1- Célculo de los MEF de cada barra.

2- Rotacion de los MEF.

3- Formacion del Vector Pe.

v Formacion del Vector Cargas Nodales.

v Formacion del Vector Desplazamientos Nodales.

v Formacion del Sistema de Ecuaciones Lineales y su resolucion.
v Obtencion de las solicitaciones y desplazamientos en los extremos de cada.

Fin del Analisis Lineal.

Como se puede apreciar se procede de la misma manera en que se resolvieron ejemplos de porticos
plano y espacial, asi mismo sucede con el analisis no lineal y con la obtencion de la carga critica.
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3.3 — Programa de Analisis Estructural.

La aplicacion fue implementada con la herramienta de desarrollo Matlab 7.6.0 que corre sobre la
plataforma Windows.

El programa fue creado como objetivo de esta tesis para dar solucion a los problemas Anélisis no
Lineal y la obtencion de la Carga Critica de estructuras reticulares, por supuesto que para lo anterior

hubo que pasar por el Analisis Lineal.

El programa tiene un fichero para guardar los datos de la estructura con extension “.sal”.

3.3.1 — Manual para su Uso.

El programa presenta dos ventanas principales, una la de entrada de los datos y otra la de obtencion
de los resultados del analisis.

v Entrada de los Datos.

La entrada de datos es simple, los datos se entran por lo general en tablas, sobre las restricciones
puede escribirse “Si” representa que existe una restriccion en una direccion general o escribirse “1”
si no existe restriccion se escribe “No” o “0”. Si se realiza un analisis plano o espacial debe
seleccionar la opcion para esto. También debe seleccionar el tipo de andlisis a realizar.

Tipos de Analisis:

a) Analisis Lineal.

b) Analisis No Lineal.

Para realizar Analisis No Lineal primero debe realizar el Analisis Lineal.

C) Analisis por Cargas Concentradas.

Obtiene la Carga Critica que hace perder la estabilidad de la estructura que se quiere analizar.
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v' Pantalla Principal:
Para cargar los datos de entrada se pulsa sobre cada uno de los botones de comando “Cargar datos”

Matlab es una herramienta que nos permite guardar los datos de entrada en forma de tabla en
archivos con extension *.dat

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

J Proyecto o ] b1
A
— Dato:
Maodos Barras
# de Barras Coordenada # |Coordenada ¥ Apoyo MInicial MFinal AC A I E G Pe
# de Nodos
Cargar Datos Cargar Datos
— Restriccion
Modos
Guardar
fig. 3.3.1.1

Pantalla principal del programa

v' Cargar los datos para un proyecto nuevo

Matlab es una herramienta que nos proporciona la capacidad de poder almacenar datos en un
archivo en forma de tabla con la extension *.dat.

Pulsamos sobre la tecla “cargar datos” localizada debajo de la ventana de nudos, Una ventana
emergente aparecera y seleccionamos el archivo nodos.dat.

Ahora pulsamos el boton de “cargar datos” ubicada debajo de la ventana de barras, Una ventana
emergente aparecerd y seleccionamos el archivo barras.dat.
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Ezsiritorio

podos gt 7]

fig. 3.3.1.2

Automaticamente el programa da lectura de los datos de entrada del portico plano.

I Datos
Modos
$deE sordenad... Cuurd:nad...| Apoyo |
3 arras . . . 1|A
#deNDst ? 0 5 nE
3 6 5 0
4 9 5 1'*
R [ —
I Restricciones
Modos
z | 7y | 7 |
llm @ @
b O
3 B
fig. 3.3.1.3
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Batraz
MInicial MFinal Ag A I E [ Pe
1 1 2 0.0960 0.1200 0.0016 20000000 B000000 24
2 2 3 0.1200 0.1500 0.0031 25000000 10000000 24
3 3 4 0.1200 0.1500 0.0031 25000000 10000000 24
4 3 5 0.0960 0.1200 0.0016 20000000 3000000 24

Cargar Datos

fig. 3.3.1.4

Luego de cargar los datos de entrada en programa comienza a realizar el calculo respectivo:

ans =
o4 = 2.000000e-002
<] ]
ans =
J.2 X
;I 3011.76 a -75259.41 -3011.76 a -7529.41
a 450000.00 a a —-4530000.00 a
-75259.41 a Z5223.53 T529.41 a 12423.53
-3011.76 a T529.41 3011.76 a 7529.41
u} —-450000,.00 u} u} 450000.00 u}
-75259.41 a 12423.53 T529.41 a Z5223.53
ans =
625000.00 a a —-625000.00 a a
a 4z245.09 1z744.27 a -4245.09 12744.27
a 1z744.27 51253.63 a -12744.27 Z5211.96
—-625000.00 a a 625000.00 a a
a -4245.09 -12744.27 a 4z245.09 -12744.27
a 1z744.27 Z5211.96 a -12744.27 51253.63
4 start|
fig. 3.3.1.5

Calculo de matrices de rigidez

En la obtencion de la carga critica el proceso es similar, se ingresan los datos de entrada de la
misma manera que para el analisis de primer y segundo orden se carga el ejercicio a calcular y el
programa realiza el analisis y célculo de la carga critica. En nuestro caso escogeremos el ejercicio
que se ha estado realizando el analisis tanto de primer orden como de segundo orden.
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T (i

frchivo  Rasutados

Temperatura en Barras | Azentamniento de Apoyos-l Desajuste de los Elementas I - Caracteristicas Generales

Coaordenadas Mudas I Tipo ds S.é_ccl'ones' Tipo de Malerialesl Banas dela Eshuctural Cargaz en Barras' Cargas Modales

Mudos: | 4.
Add Nugvo | Secciones: | 2
Coordenadas de los Mudos Festricciones de Apoyo Matenales: | 2
Mudo |Coord 4 |Coord % |Coord 2 |Eje® Eje't EjeZ Gira ¥ Giro'' Gira 2 - Baifae I—
- 3
F barraz: | 3
Proveci ol b .S
x Mo Intervalos: | 15

Purit = -3710,5816753905

~ Forma de Trabajo

Aceptar | (" Enel Flaha

(+ Enel Ezpacio

r~ Tipo de Analisis

 Andlisiz Lineal

 Andlisiz de Sequnda Orden

* Analisiz por Cargas Concentradas

Fiealizar Analiziz

Andlisis Teminado

3.3.2 — Especificaciones de la Aplicacion.

v Realiza andlisis lineal plano obteniendo las solicitaciones y deformaciones en el interior de
cada barra.

v Realiza anélisis no lineal plano obteniendo las solicitaciones y deformaciones en los
extremos de cada barra.

v Se pueden realizar cualquier nimero de iteraciones a la hora de realizar el analisis no lineal,
el programa propone cuatro.

v Se pueden aplicar a las barras cualquier tipo de cargas, las distribuidas solo de variacion
lineal.

v Obtiene la Carga Critica que hace perder la estabilidad a una estructura plana.

v En la obtencion de los MEF de una barra se realiza por superposicion de efectos, se trabaja
cada estado de carga independiente. Los estados de carga se expusieron en el Capitulo 1.
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3.3.3 — Programa para la Obtencion de la Carga Critica de una estructura Plana.

wkik Después de realizada la Lectura de los Dato § FrRkkkkkkkkkkkok
For 1 =1 To NudosTotal ' *** Restricciones de apo yo
If CoorNudo(l, 4) <> 0 Or CoorNudo(l, 4) = "Si" Then

Za(o0, 1, 1) =-1E+21

Z(3*1-2)=2za(0,1,1)

End If

If CoorNudo(l, 5) <> 0 Or CoorNudo(l, 5) = "Si" Then
Za(0, 1, 2) = -1E+21

Z(3*1-1)=2Za(0,1,2)

End If

If CoorNudo(l, 9) <> 0 Or CoorNudo(l, 9) = "Si" Then
Za(o, I, 3) = -1E+21

Z(3*1)=2Za(o, 1, 3)

End If

Next |

IteraCrit = 1 "***** |teraCrit variable que toma e | valor del nimero de
iteraciones

Determinante(lteraCrit) = 0

Paso(1) =31

Pcrit(0) =0
Pcrit(1) =1

Do Until (Abs(Pcrit(IteraCrit)) - Abs(Pcrit(IteraCr it - 1))) < 0.0001

"**exx |nicio del Proceso lterativo

If Determinante(lteraCrit) < O Then
Pcrit(IteraCrit) = Pcrit(IteraCrit - 1)
IteraCrit = IteraCrit - 1

End If

Determinante(lteraCrit) = 0
IteraCrit = IteraCrit + 1
Pcrit(IteraCrit) = Pcrit(IteraCrit - 1) - Paso( 1)

ForJ=1To 3 *NudosTotal "™** Anulala Rigidez de cada Barra
For K=1To 3 * NudosTotal
KgcritG(2, J,K) =0
Next K
Next J

For |1 =1 To Nbarra
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"*** Obtiene la Rigides de cada barra y ensambla la
rreekkikx Rigidez de la Barra E-E Ejes Locales **

Call RigidezPlana(l) "*** Subprograma para el calc
la barra |
Call RigidezGeomPlanaCritica(l) ) "™** Subprograma

Rigidez Geométrica mas la Elastica de la barra |

rkkxkkxkk Matriz Rotacion de la Barra | #*x#x*

Call RotaciénPlana(l) ) "*** Subprograma para el ¢
de la barra |

wxrrkik Matriz Rigidez de la Barra | Ejes Generale

ForJ=1To6
ForK=1To6
Temp(1, J,K)=0

ForM=1To 6
Temp(1, J, K) = Temp(1,
[, M, K) 'Producto Kr *Rr
Next M
Temp(2, J, K) = Rr(l, K, J) 'Tr
Next K 'Matriz de rigidez en ejes g
Next J
ForJ=1To6
ForK=1To 6
Kreg(2,1,J3,K)=0
For M =1 To 6 'Matriz de rigid
Kreg(2, I, J, K) = Kreg(2,
Temp(2, M, K) 'Producto Kr *Rr
Next M
Next K
Next J
"**+x Ensambla Matriz Rigidez en ejes Generales de
ForJ=1To3
ForK=1To3
KgcritG(2, (J + 3 * (NudoO(l) - 1))
Kreg(2, 1, J, K) + KgcritG(2, (J + 3 * (NudoO(l) -
1)
Next K
Next J
ForJ=1To3
ForK=4To6
KgcritG(2, (J + 3 * (NudoO(l) - 1))
1))) = Kreg(2, 1, J, K) + KgcritG(2, (J + 3 * (Nudo
(NudoD(l) - 1)))
Next K
Next J
ForJ=4To6
ForK=1To3
KgcritG(2, ((J - 3) + 3 * (NudoD(l)
1))) = Kreg(2, 1, J, K) + KgcritG(2, (J-3) + 3 *
(NudoO(l) - 1)))
Next K
Next J
ForJ=4To6
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de toda la estructura
*khkkkkhkkkhkkkhkk

ulo de la Rigidez Elastica de

para el calculo de la

kkkkkkkkkk

alculo de la Matriz Rotaciéon

S *kkkkkkkhkhhhhkix

J, K) + Rr(l, 3, M) * Krc(2,
anspuesta de Rr

enerales Krg

ez en ejes generales Krg

1, 3, K) + Temp(1, J, M) *

toda la estructura

, (K + 3 * (NudoO(l) - 1)) =
1)), (K + 3 * (NudoO(l) -

, (K - 3) + 3 * (NudoD(l) -
o) - 1)), (K-3)+3*

- 1)), (K + 3 * (NudoO(l) -
(NudoD(l) - 1)), (K+ 3 *
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ForK=4To6
KgcritG(2, ((J - 3) + 3 * (NudoD(l) -1), (K-3)+3*
(NudoD(l) - 1))) = Kreg(2, I, J, K) + KgcritG(2, (( J-3) + 3 * (NudoD(l) - 1)),
((K-3) + 3 * (NudoD(l) - 1)))
Next K
Next J
Next |
wxkkxkkx Cormacion de la Matriz del Determinante * ko ok
For K =3 * NudosTotal + 1 To 2 * 3 * NudosTotal - 1
For M =1 To 3 * NudosTotal
KgcritG(2, K, M) = KgcritG(2, K - 3 * Nudos Total, M)
Next M
Next K
xakxkkxkk Eormacion de la Matriz Reducida del Det erminante *xxxxkxix
Ndeter =0

For K=1 To 3 * NudosTotal
If Z(K) <> -1E+21 Then
ZReducidos(K) = K

Ndeter = Ndeter + 1
End If
Next K

For K=1To 3 * NudosTotal
For M =1 To 3 * NudosTotal
If ZReducidos(K) = K Then
If ZReducidos(M) = M Then
KReducida(K - Ndeter, M - Ndeter) = KgcritG(2, K, M)
End If
End If
Next M
Next K

hkkkikkkkkkkx Calculo del Determinante * Rk kR kR Rk ko

Call Cal cul aDet er m nant e ****SubPrograma para el Célculo del Determiante
*kkkhkkkkkhk

If Determinante(lteraCrit) < 0 Then
Paso(1) = Paso(1) / 2

Else
Paso(1) = Paso(1) * 2
End If
Loop
MsgBox "Pcrit =" & Pcrit(lteraCrit) **** Mensaje gue muestra el valor de P
critica.
Thkkkkkhkhkkkhkhkkkkkkkkkkkkk F|n kkkkkkkkkkhkhkhkkkkkkx *%
wrreekk SubPrograma para el Calculo del Determinant @ Fhrkkkx
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Sub Cal cul aDet er mi nant e()

Dim Ldeter(10, 10) As Double

Dim Ideter, Jdeter, Kdeter, rdeter As Integer
Dim Udeter(10, 10) As Double

Dim sumadeter As Double

For lIdeter = 1 To Ndeter
Ldeter(Ideter, 1) = KReducida(ldeter, 1)
Next |deter

KReducida(1, Jdeter) =1
For Jdeter = 1 To Ndeter
Udeter(1, Jdeter) = KReducida(1, Jdeter) / Ldete r(1, 1)
Next Jdeter
For Kdeter = 2 To Ndeter
For |l deter = Kdeter To Ndeter

sumadeter =0
For rdeter = 1 To Kdeter - 1

sumadeter=sumadeter+Ldeter(Ideter,rdeter)* Udeter(rdeter, Kdeter)
Next rdeter
Ldeter(ldeter,Kdeter)=KReducida(ldeter,Kdeter )-sumadeter
Next | deter

For Jdeter = Kdeter To Ndeter
sumadeter =0
For rdeter = 1 To Kdeter - 1

sumadeter=sumadeter+Ldeter(Kdeter,rdeter)* Udeter(rdeter, Jdeter)
Next rdeter
Udeter(Kdeter,Jdeter)=(KReducida(Kdeter,Jdeter)-sum adeter)/Ldeter(Kdeter, Kdeter)
Next Jdeter
Next Kdet er

Determinante(lteraCrit) = 1
For ldeter = 1 To Ndeter

Determinante(lteraCrit)=Ldeter(ldeter,Ideter)*Deter minante(lteraCrit)
Next | deter

End Sub
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4. Observaciones y conclusiones.

4.1 — Observaciones.

En este capitulo se ha mostrado un programa creado para resolver al andlisis de primero y segundo
orden de estructuras reticulares planas y espaciales, ademas de la obtencion de la carga critica de
iguales estructuras.

En los Capitulos 1 y 2 se mostré como se resuelven a mano algunos ejemplos, esto llevaria bastante
tiempo sin embargo este programa como cualquier otro resuelve este problema en segundos. Se
gana bastante tiempo en el desarrollo de un proyecto al realizar el analisis de la estructura utilizando

un programa de computacion esto ayuda a que el ingeniero dedique mas atencion a la entrada de
datos y a revisar los resultados que da cualquier programa de andlisis. En la entrada de datos pueden
presentarse problemas y los resultados estar incorrectos.

Por ejemplo, la rotacion de cada barra parece ser algo insignificante pero de estar incorrecta
conlleva a grandes errores. Si el usuario no conoce de donde sale o como se obtiene la matriz de
rotacion de una barra esta expuesto a cometer errores y no saber donde estan y responsabilizar al
programa que realizo los célculos. Si la orientacion con respecto a un eje sea general o local de la
seccion de una barra en el espacio no es la correcta el analisis da graves errores.

Lo planteado anteriormente es un pequeflo problema que se pudiera enfrentar entre los posibles en
la modelacion de una estructura, por lo que se recomienda no solo aprender a trabajar con un
programa de analisis estructural sino también a profundizar en como el programa resuelve el
analisis de las estructuras.

Muchos profesionales en la actualidad dominan programas como el SAP, CYPECAD, ETABS,
entre otros que utilizan el Método de los Elementos Finitos que en lo Unico que diferencia al
Método de los Desplazamientos en la obtencion de la rigidez del elemento de la estructura o la barra
(para el caso de estructuras reticulares la rigidez es la misma por ambos métodos) pero no dominan
el método de analisis, no conocen lo que hace el programa, introducen datos y obtienen resultados.
Si los datos se entraron correctamente los resultados estardn bien, pero si no, se obtendran
resultados incorrectos.

El programa realizado para dar solucidén a los problemas planteados en esta tesis solo realiza al
analisis, pero se pudiera mejorarlo y afiadirle el disefio de cada elemento de la estructura sea de
hormigoén o de acero, este proceso duraria segundos, también se le pudiera afiadir el dibujo de los
planos de los elementos disefiados sea directamente sobre AutoCAD en adelante o con salida en
ficheros de intercambio “.dxf”, de ser sobre AutoCAD llevaria mas tiempo que realizarlo sobre
“.dxf”, pero los dibujos sobre “.dxf” estdn limitados.

Todo lo planteado anteriormente es posible; en la actualidad existen algunos programas que realizan
todo este trabajo y pronto los ingenieros a penas tendran que pasar por el analisis o el disefio y
mucho menos pasar por el AutoCAD para dibujar los planos de los elementos disefiados, por lo que
es de vital importancia que los profesionales se preparen en el analisis de cualquier estructura y su
el disefio para poder aceptar correctamente en los resultados que se obtengan con cualquier
programa de computacion.
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4.2 — Conclusiones

Como resultado de la realizacion de este trabajo se arriban a las siguientes conclusiones:

v Para realizar el andlisis de estructuras es imprescindible en la actualidad usar un programa
de computacion, para realizar el anélisis mas rapido, con mayor exactitud y con menos probabilidad
de errores. Los programas le facilitan a los ingenieros el introducirse en temas de mayor rigor y
complejidad ya que brindan la posibilidad de resolverse por métodos bastante exactos y en pocos
segundos.

v El Analisis no Lineal por la parte de la geometria o el Analisis de Segundo Orden se hace
significativo en estructuras donde los elementos de estas presenten secciones donde sus inercias con
respecto a los ejes “y” y “z” locales presenten diferencias considerables, mientras mayor sea esta
diferencia el Analisis de Segundo Orden sera mas significativo, como ejemplo se encuentran las

estructuras metalicas donde muchas de sus secciones cumplen a la perfeccion lo planteado.

v Los ejemplos resueltos paso a paso, demuestran en forma clara la aplicacion conceptual y el
trabajo numérico y operacional que tiene que desarrollar un computador provisto de un programa
basado en el andlisis matricial sea en la técnica del Método de los Desplazamientos o en la técnica
del Método de los Elementos Finitos.

v Se da un método para el Analisis de Segundo Orden de una estructura, por el Método de los
Desplazamientos. Este es aplicable al calculo de la carga critica y a la determinacion de la

influencia de las fuerzas axiales en las deformaciones transversales.

v El Método aplicado para el Analisis de Segundo Orden es de facil aplicacion y da valores
bastante aproximados para cargas que estan lejos de las cargas criticas.
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