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Resumen

El método de los elementos finitos (MEF), es ampliamente utilizado en la discretizacién de cualquier
tipo de problema de valores de contorno, teniendo una extensa aplicacién en problemas estructurales.
En el presente estudio, este método es utilizado para encontrar la forma semidiscreta de la ecuacién
de movimiento sin disipacidon en un problema dinamico. Al tratarse de un anélisis dinamico, es
necesario realizar una integracién a lo largo del tiempo. Especificamente para este estudio, se
tomara el método de las diferencias centrales.

Dado que se utiliza un método iterativo para resolver el problema dindmico, es necesario el uso
de matrices de masas diagonales para que el costo computacional no sea elevado. En esta tesis se
estudiaran cinco métodos de diagonalizacion, los cuales son: concentracidon de masas, valor diagonal,
HRZ lumping, suma de filas modificado y suma de filas.

Otro aspecto importante en la implementaciéon de un método explicito es el estudio del paso
critico, de manera que no se produzcan errores en los resultados buscados. Si bien es cierto existen

expresiones para calcular los pasos criticos, estos varian de acuerdo a las matrices de masas utilizadas.

Para estudiar los pasos de tiempo se realizaran una serie de experimentos numéricos.

Finalmente, se verificard que procedimiento de diagonalizacién es el mas adecuado, basandonos
en la precision y estabilidad de cada uno de ellos.

Para los estudios propuestos se elaborard una herramienta computacional utilizando Matlab. Los
resultado obtenidos seran evaluados usando al programa SAP2000 como patrén de comparacion.
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Chapter 1

INTRODUCCION

1.1 MOTIVACION

En el campo de la ingenieria civil existen una cantidad de teorias y férmulas que se aplican y utilizan
todos los dias y que, sin embargo, han sido obtenidas de una manera empirica. Su uso se apoya
en que funcionan de una manera aceptable, aunque no contengan una base matematica y cientifica
rigurosa. Esta base matematica al no ser sélida, abre una serie de cuestionamientos e inquietudes, asi
como la posibilidad de investigar y aportar nuevos conocimientos. En la actualidad, dentro del campo
estructural, se han logrado desarrollar herramientas matematicas y computacionales que permiten
realizar analisis que tiempo atras no eran posibles. Tal es el caso de la aplicacién del método de
los elementos finitos para el desarrollo de simuladores de alto grado de confiabilidad. A pesar de
esto todavia existen en el célculo estructural, incluso cuando se usan métodos modernos, muchos
conceptos, practicas y herramientas que tienen un caracter basicamente heuristico. Esto pasa
especialmente con los llamados métodos de aglutinamiento (lumping methods) para la obtencién de
matrices de masas diagonales para el estudio de problemas dinamicos.

1.2 PROBLEMATICA

Los problemas de la dindmica estructural pueden expresarse en el caso mas general como problemas
de valores iniciales y de contorno (PVIC). Este tipo de problemas suelen abordarse realizando primero
discretizacion en el espacio y luego en el tiempo. La discretizacion espacial se pueden abordar
aplicando por ejemplo, el MEF (Método de los Elementos Finitos) o métodos intuitivos como el
de Concentracién de Masas. La concentracién de masas utiliza procesos empiricos para formar una

matriz diagonal que de cierta manera podrian verse como una forma intuitiva de aglutinamiento.

Por otro lado, al aplicar MEF se obtiene una matriz de masas llamada consistente. Este proceso (de
semidiscretizacion) convierte al problema en uno matricial de valores iniciales (PVI). En nuestro caso,
para discretizar el tiempo se utilizaran diferencias centrales. Esto genera un esquema de avance en
el tiempo explicito, siempre y cuando se pueda obtener una matriz de masas diagonal. Para esto
se utilizan los llamados métodos de aglutinamiento (lumping). Estos métodos son por lo general

José Antonio Ledén Torres
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heuristicos y no poseen una base matematica rigurosa, pero son usados debido a que han dado
resultados aceptables o en muchos casos muy buenos.

1.3 OBJETIVO GENERAL Y ALCANCE

Determinar el comportamiento numérico de las matrices aglutinadas para pérticos bidimensionales
obtenidas ya sea mediante procesos heuristicos a partir de la matriz consistente o mediante métodos
empiricos a partir del modelo estructural.

1.4 OBJETIVOS ESPECIFICOS

» Estudiar la literatura existente sobre métodos de aglutinamiento.

» Estudiar el proceso de obtencién de masas concentradas a partir de modelos estructurales de
pérticos bidimensionales sometidos a cargas dinamicas.

» Elaborar una herramienta computacional para estudiar el comportamiento numérico de las
matrices diagonales obtenidas con los diferentes métodos.

» Determinar el comportamiento en cuanto a precisién, eficiencia y estabilidad de los diversos
métodos de aglutinamiento estudiados.

» Analizar y comparar los resultados obtenidos en la experimentacién computacional de los
diferentes métodos.

1.5 METODOLOGIA

La metodologia a emplearse en los estudios va a ser sobre todo de tipo comparativo. Se construira
para esto una herramienta computacional en MATLAB para el estudio de las diferentes técnicas.

Se analizara la estabilidad de los diferentes procesos de aglutinamiento de las matrices de masa,
para ello se hard uso de experimentacién numérica variando el At hasta encontrar inestabilidades,
lo que nos permitirad hallar el At critico.

Posteriormente, se realizara el analisis de precision y eficiencia de los resultados obtenidos con la
aplicacién de cada una de las matrices aglutinadas consideradas (correspondientes a los diferentes
procesos heuristicos, consistentes y empiricos). Para evaluar los resultados obtenidos se usara un
cédigo ampliamente aceptado como es el programa SAP2000.

Con toda la informacién recopilada en los estudios anteriores, se procedera a sacar las conclusiones
respectivas basadas en los objetivos planteados al inicio de esta investigacion.

José Antonio Ledén Torres
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1.6 ESTRUCTURA DE LA TESIS

En el capitulo 2 se presentan los conceptos generales sobre el estudio de elementos tipo barra bajo
el contexto de los elementos finitos. En él se estudia y se hace uso de los conceptos de energia

de deformacion interna asi como los referentes a las funciones para aproximar los desplazamientos.

Con estos conceptos, se llega a obtener la matriz elemental de rigidez axial. Finalmente se exponen
criterios sobre transformacién de coordenadas asi como la matriz respectiva para dicho fin.

La flexiéon en vigas abordada desde el punto de vista de los elementos finitos es estudiada en el
capitulo 3. En la primera parte de este se expone la teoria clasica de Euler-Bernoulli para flexion en
vigas, problema que a continuacién es solucionado con la aplicacion del método de los elementos
finitos. Para esto se hace uso de los conceptos de trabajo virtual asi como también de las funciones
forma, pudiendo asi obtener la matriz elemental de rigidez a flexiéon y de cargas nodales. Después
se propone un analisis del momento flector y el error de aproximacién de este al utilizar el método
de los elementos finitos. Al final de este capitulo se expone el programa LEQUI PPE implementado
en MATLAB, capaz de resolver un portico en el plano sometido a la accién de carga estatica.

En el capitulo 4 se explica la teoria correspondiente a un problema dinamico clasico. Como parte de
este capitulo se detallan los conceptos y formulaciones necesarias para obtener la matriz elemental
consistente de masas axial y de flexién (denominada también de Euler-Bernoulli). Como dltimo
punto de este capitulo se expone en forma detallada el método de las diferencias centrales.

En lo que se refiere al capitulo 5, este contiene las ideas principales de los métodos de aglutinamiento
que se estudiaran en el trascurso de la tesis. El programa LEQUI PPD (implementado en MATLAB),
atil para analizar un pértico bidimensional sometido a la accién de una carga dindmica, se encuentra
expuesto al final de este capitulo.

En problemas explicitos de avance en el tiempo es necesario conocer el valor del paso de tiempo
critico. Este valor permite conocer cuando se tienen soluciones validas y estables. En el capitulo
6 se revisan conceptos generales para hacer el andlisis de estabilidad en problemas elasticos y una
expresion para el paso de tiempo critico. Se anexa al final del capitulo, expresiones alternativas para
el paso de tiempo critico haciendo uno de las matrices de rigidez y masa.

En el capitulo 7 se expone el trabajo de experimentacion numérica realizado al resolver un problema
cualquiera de un portico bidimensional sometido a la accién de una carga dindmica cuando se
aplican los diferentes métodos descritos. En la primera parte de este estudio se revisa la precision
y calidad de cada método, utilizando para ello graficos y tablas. En una segunda etapa se exponen
los resultados concernientes al estudio de paso de tiempo critico. Es importante indicar que para el
analisis de calidad y estabilidad se realiz6 una subdivisién en donde, en la primera parte se expone
el analisis para un caso de discretizacion particular. En la segunda se presentan tablas resumen con
la informacion de todas las discretizaciones para las cuales se realizé la investigacion.

Finalmente, en el capitulo 8 se presenta las conclusiones respectivas en cuando a la elaboracién
de los programas asi como también las relacionadas a cual de los métodos de diagonalizacién resulta
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ser el mas adecuado.
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Chapter 2
ELEMENTQOS TIPO BARRA UTILIZANDO MEF

Actualmente, el MEF (Método de los Elementos Finitos) es uno de los mas utilizados, especialmente
para resolver problemas numéricos de mecanica y dinamica aplicada. Por esta razén, este método
serd la base del estudio de la presente tesis.

En este capitulo, se empezara por revisar conceptos basicos del MEF, introduciendo ciertos criterios
acerca de la discretizacién tanto en el tiempo como en el espacio.

En una seccién posterior, se analiza a la matriz de rigidez de un elemento tipo barra sometido a
carga axial, utilizando el concepto de la energia de deformacion interna.

Finalmente, se estudia la transformacién coordenadas, la cual es necesaria para que todos los
elementos de la matriz de rigidez estén referidos a un mismo sistema global de coordenadas.

2.1 GENERALIDADES

El método de los elementos finitos, es ampliamente utilizado en la discretizacién de cualquier tipo
de problema de valores de contorno. Aplicado en problemas estructurales, consiste en aproximar las
deformaciones de una estructura en funcién de un nimero finito de desplazamientos, definidos en
un nimero finito de puntos denominados nodos.

Después de esta discretizacion se procede a trabajar sobre cada uno de los elementos, con el fin de
obtener el aporte de todos ellos, para posteriormente ensamblar el sistema total de ecuaciones.[7]
Este método sigue una metodologia sistematica y unitaria, lo que representa una gran ventaja a
comparacién de otros métodos de discretizacion.

A un elemento finito se lo puede definir como: ” un subdominio en el cual se definen las funciones
de interpolacién " [2].

La precision de los resultados que se obtienen al aplicar este método, estad definida por el nimero
de elementos empleados en la discretizacién del continuo en estudio, asi como de las funciones de
interpolacién utilizadas [2].

Una de las caracteristicas fundamentales del MEF, es la facilidad que presenta su programacién
dentro del area computacional.

José Antonio Ledén Torres
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2.1.1 Discretizacion en el espacio y en el tiempo

La ecuacién semidiscreta de movimiento, tiene la forma de la (2.1).

Ku + Ci + Mi = P (2.1)

Donde M es la matriz de masas, K es la matriz de rigidez, C es la matriz de amortiguamineto (si
existiese), P“*" es el vector de fuerzas aplicadas, y u es el vector de desplazamiento.

Una vez obtenida la ecuacién matricial semidiscreta, se procede a la discretizaciéon en el tiempo.

Por ejemplo, si se usan diferencias centrales, se debe tener en cuenta que se pueden presentar
problemas de estabilidad al usarse pasos de tiempo demasiado grandes. Este serd un problema
fundamental que debera estudiarse en el trabajo que aqui se propone.

Para el analisis de la estabilidad, es necesario obtener un paso de tiempo critico denominado At..
Esto con el objetivo de optimizar el tiempo computacional de resolucién y evitar resultados erréneos.

2.2 ELEMENTOS TIPO BARRA

En este apartado, se aplica el método de los elementos finitos y conceptos de la energia de
deformacion interna, para encontrar los desplazamientos producidos en una barra sometida a la
acciéon de una carga axial. Para ello, como se vera a continuacién, se necesita encontrar la matriz
de rigidez, y de fuerzas del problema.

Se considerara un elemento tipo barra sometida a una carga axial, de longitud L y seccién transversal
constante, tal como se muestra en la Figura 2.2.1.

7

Seccién Transversal

XU

Area: A
Inercia: |

Figure 2.2.1: Elemento tipo barra

Esta barra podra tener solo desplazamientos en la direccién de x, y en ella se podra aplicar la Ley
de Hooke, es decir (ver Ec.(2.2)):

o(x) = Fe(x) = EZZ (2.2)

José Antonio Ledén Torres
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En donde:
o : Tensiones internas.
¢ : Desplazamientos unitarios.
E: Médulo de elasticidad de la barra.
El problema en un elemento tipo barra se ve reducido a resolver la Ec.(2.1), pero despreciando
las fuerzas inerciales. Para una mayor simplificaciéon del problema, no se tomarad en cuenta el
amortiguamiento del sistema.
Para obtener la matriz de rigidez K, se seguird el criterio de la energia de acumulacién interna
(U) de un cuerpo.
2.2.1 Energia de deformacién interna
Debido a que se considerara un elemento elastico, analizado en un solo eje, es posible partir de la
energia interna acumulada de un resorte, tal como se muestra en la Figura 2.2.2.
NN NN
k
k
}
5
|
P
Figure 2.2.2: Comportamineto de un resorte
En el resorte, la Ley de Hooke nos dice que:
F=K¢ (2.3)
En donde:
I': Fuerza externa aplicada
K: Rigidez del resorte
0 : Deformacién del resorte
José Antonio Ledn Torres 13
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|
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|
|
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6=1

Figure 2.2.3: Energia interna acumulada

Si tomamos un desplazamiento unitario, es decir 6 = 1, nos queda que F' = K (rigidez de un
resorte). Esto se puede expresar graficamente como lo indica la Figura 2.2.3.

En la Figura 2.2.3, se observa que la energia interna acumulada representa el area bajo la recta
F = K¢, la cual seria (ver (2.4)):

U=-""=2" (2.4)

Con este concepto se procedera a desarrollar el analisis en un elemento diferencial dV, en donde los
valores de las deformaciones unitarias () y los esfuerzos (o), son:

Ex Og
€y Oy
15 g
£ = # ) g = z
Vay Tay
Yy Tz
Vay Tyz

A continuacién, se procedera a desarrollar el analisis para encontrar el diferencial de la energia de
deformacién interna AU, _, el cual puede ser representado como en la Figura 2.2.4

José Antonio Ledén Torres
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|
1
| >
1 °
Ox ¢ i — Ox
JE—
//
///
e b’l/
| dx |
—
Fx «——— — > Fx
dx + Ax

Figure 2.2.4: Elemento diferencial

El incremento A, puede ser expresado tambien de la forma:

d
A, =6 = d—idm = e, dz (2.5)

el valor de F es igual al esfuerzo por el area respectiva, asi:
F,=0,dydz (2.6)

Finalmente, el valor de la energia de deformacién interna, puede ser calculado como el producto de
la fuerza por un desplazamiento unitario

Ang:P;;:%dedzgzd:c:m;CW (2.7)
Realizando un analisis similar se obtiene:
AU, = 59";‘“/ (2.8)
AU, = gy";dv (2.9)
AU, = gza;dV (2.10)
AU, = W (2.11)
AU, = Mzdv (2.12)
AU, = W?gdv (2.13)

José Antonio Ledén Torres
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Debido a que se trata de un analisis diferencial, se procedera a obtener el limite de la energia de
deformacién interna (ver (2.14)).

U:T}ggo;AUi - /VAUZ- v (2.14)
Resolviendo (2.14), se obtiene el valor total de la enrgia de acumulacién interna (U) (ver Ec.(2.16)).

1
U = 3 / (€204 + €40y + €202 + VayTay + VarTaz + VyzTyz) AV (2.15)
{e}"{o}
1 T

U= / (&Y {0} av (2.16)
A partir de(2.16) se puede obtener la matriz de rigidez de cualquier elemento.
2.2.2 Matriz de rigidez de un elemento tipo barra
La barra de la Figura 2.2.1, al estar sometida a cargas axiales, presenta una deformacién que se
supondra igual a la de la Figura 2.2.5.
Debido a que se trata de desplazamientos pequefios y en una misma direccién, se utilizara un
polinomio de primer grado (Ec.(2.17)) para aproximar a la funcién de desplazamientos.

u(X)a
> X
L
Figure 2.2.5: Deformacion de un elemento tipo barra

u(z) = ag + a1 (2.17)

José Antonio Ledn Torres 16
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Para el célculo de las constantes (a;) aplicamos las condiciones de borde:
u(z) = up si =0
] us si z=1L
Reemplazando estas condiciones en la (2.17), podemos obtener la expresién de u(x) (ver (2.18)).
u(zr) = <1 - i) uy + % Us (2.18)
N— ~~
N1 N2
A las funciones Ny y N, se las conoce como funciones forma (ver Figura 2.2.6). La expresién de
u(x) se puede representar matricialmente como en (2.19):
(2.19)
Una definicién con mas detalle de las funciones forma se encuentra en la seccién 3.2.1.
Obtencién de la matriz de rigidez
Partimos de (2.16), refiriéndonos solo al eje en que se producen los desplazaminetos (ver Figura
2.2.1), en donde:
du  d(NJ) dN
, = — = = [— 2.20
c dx dz ( x) “ ( )
o= [ g lu=[ f] =2
B
e. = Bu (2.22)
José Antonio Ledn Torres 17
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Reemplazando (2.22) y (2.2) en (2.16), llegamos a:

1
- 5/ ()T (BT EBudV (2.23)
.
Sabiendo que (u)Tu = u?, tenemos:
1
v=3 ([ @ EBAV) (2.24)
v

lgualando (2.24) con (2.4), podemos obtener la Ec.(2.28):

K = /V (B)Y'EBdV (2.25)
K = /[‘ﬁ]E[—i L] av (2.26)
K:E[Ll"’l f]vdv (2.27)
K = ELA[_ll _111 (2.28)

En donde K es la matriz de rigidez de un elemento finito tipo barra sometido a fuerzas axiales.

El problema de las cargas nodales, se resuelve tomando en consideracién que la carga se transmite
a lo largo de la barra, razén por la cual cada nodo tomaria la mitad de la carga.

Haciendo P = F, L, el vector de cargas nodales es:

BL

P [ ] (220
T2

Una vez obtenida esta matriz, el sistema a resolver Ku = P sera:

FA|l 1 -1 RL

2

2.3 TRANSFORMACION DE COORDENADAS
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Todos los componentes de la matriz de rigidez de una estructura, preferentemente deben estar
referidos a un mismo sistema global de coordenadas. Por esta razén, la matriz de rigidez, fuerzas y
desplazamientos de cada elemento que forma la estructura, se las va a transformar utilizando una
matriz T, la misma que tiene como funcién llevar una matriz de coordenadas locales a globales, o
viceversa.

Figure 2.3.1: Fuerzas y desplazamientos de un elemento

De la Figura 2.3.1 se pueden obtener las relaciones geométricas fundamentales entre ejes. El indice
L representa a los ejes locales, en tanto que el indice G representa a los ejes globales.

Las relaciones fundamentales para las fuerzas, son:

B =[5 cos(¢) + sm( ) (2.31)
L= S sin() + [ cos(¢) (2.32)
fL = 7, o COS(0) + sm( ) (2.33)
yL2 = 9 sin(¢) + cos(¢) (2.34)
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Este sistema de ecuaciones se puede escribir matricialmente como:

xLl cos(¢)  sin(¢) 0 0 f:le
Ll | —sin(¢) cos(¢) 0 0 fG1
ZLQ - 0 0 cos(¢)  sin(g) fz(i (2.35)
yL2 0 0 —sin(¢) cos(¢) fyG2
————
L T ¢
Expresada (2.35) en forma reducida:
fr = T (2.36)

Esta matriz de transformacién T, puede ser aplicada de la misma manera para los desplazamientos

u? = Tu® (2.37)

Una propiedad que posee esta matriz es la de ortogonalidad, es decir (T)~! = (T).

Como parte final de este analisis, se aplicard la matriz de transformacién T a la matriz de rigidez.

Esto nos lleva al problema de encontrar una relacién entre K* y K¢,

Aplicando la Ley de Hooke en ejes locales y globales, tenemos que:

- = Kl (2.38)
f© = K%C° (2.39)

Utilizando (2.36), (2.37), (2.38) y (2.39), llegamos a la Ec.(2.40), la cual representa la relacién
fundamental de la matriz de rigidez entre sistemas de coordenadas.

K¢ = (T)'K'T (2.40)

La Ec.(2.40) se utiliza para transformar la matriz de rigidez a ejes globales.
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Chapter 3
FLEXION DE VIGAS UTILIZANDO MEF

En este capitulo, inicialmente se realiza una descripcion de la teoria de Euler-Bernoulli para flexién
en vigas esbeltas. A continuacién, se muestra el mecanismo para discretizar una viga segin el MEF.
Posteriormente, se estudia la solucion fuerte y débil del problema, con el fin de encontrar la matriz
de rigidez y de cargas nodales.

Finalemnte, en la seccién 3.6 se presenta el cdédigo de un programa desarrollado en Matlab, con el
cual es posible resolver porticos bidimensionales sujetos a la accién de una carga estatica.

Para un mejor entendimiento del proceso utilizado por el MEF se recomienda revisar las referencias

[31. [6]. [7], [9]

3.1 TEORIA DE EULER-BERNOULLI

La teoria de Euler-Bernoulli se utiliza en el estudio clasico de la flexion en vigas. Esta teoria es
aplicable en vigas que sufren pequefias deformaciones, y que ademas son esbeltas (esbeltez > 5).
Las tres hipdtesis fundamentales de esta teoria, conocidas como hipétesis de Navier-Bernoulli [7],
son:

1. Los desplazamientos verticales de una seccién transversal de la viga son pequefios e iguales a
los del eje de la viga.

2. No existe desplazamiento lateral.

3. Las secciones transversales normales al eje de la viga antes de la deformacién, permanecen
planas y ortogonales al eje después de la deformacién.

Para empezar el andlsis, se supondra a la viga de La Figura 3.1.1, como una viga de Euler-Bernoulli
sometida solamente a cargas verticales.

A continuacién se presenta en forma detallada la deduccién de las principales férmulas utilizadas en

esta teoria.

tan, — = 3.1
an I (3.1)
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Para angulos pequefios tan (0,) = 6., por lo que
dw
0,=0,(r)=— 3.2
()= (32)
ZW A
Seccion Transversal
zZ,W
|t *
[T : %#
T~ . X,u
T ~ w=w (X 2 ’
\\\ ] % /// \
ﬁ"// A, |
&
L
Figure 3.1.1: Viga esbelta sometida a cargas verticales
Mediante relaciones geométricas, tal como se observa en la 3.1.2, se puede obtener que r =
—ztan6,. Esta relacion es necesaria para encontrar los desplazaminetos y deformaciones en la
direccién de x, pudiendo llegar asi a las Ecs. (3.3) y (3.4)
6z
S
|
X &
/
Figure 3.1.2: Relaciones geométricas
dw
u = —ztanf, = —z— 3.3
I (3.3)
du d*w
€ = —=—2—— 3.4
dx dz? (34)
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Ahora bien, en el campo de las tensiones, o(x) es la tnica existente (ver Ec. (3.5)), por lo que el
momento que afecta al sistema se encuentra solo en la direccién y (ver Ec.(3.6)). Esto se observa
graficamente en la Figura 3.1.3.

»
»

%Q>b/y

QL% ox

\

Figure 3.1.3: Esfuerzos actuantes en un elemento

d2
0, = Bey = E <—zd;§> (3.5)
Pw [,
My:/AO-QCZdA:_E@/AZ dA = Elx (3.6)
En donde:

/22 dA = I — Inercia
A
d*w

i x — Curvatura
x

3.2 DISCRETIZACION EN ELEMENTOS FINITOS

3.2.1 Funciones forma

Las funciones forma son polinomios de diferente tipo, pudiendo ser: lineales, cuadradas, cubicas, etc.
Estas se utilizan para definir el campo de los desplazamientos de los elementos finitos. La eleccién
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de cada una de las funciones depende del fenémeno que se esta estudiando.

Para poder resolver el sistema de ecuaciones de una manera mas eficiente, se utilizan los denominados
polinomios de Lagrange para definir las funciones forma del sistema. Estos polinomios tienen la
propiedad de que poseen valores de cero en puntos prefijados y determinados valores en otros
puntos [7].

Para que las funciones forma sean considerados elementos Langranianos, es necesario normalizar los
valores de estos polinomios a la unidad y hacer que coincidan con la posicién de los nodos.

Utilizando el concepto de los polinomios de Lagrange, a las funciones forma se las puede generalizar
mediante la expresién (3.7):

Ni(z) = ﬁ (x_%> (3.7)

i=1G20) \ TiTi

3.2.2 Formulacion isoparamétrica

Este concepto se utiliza para interpolar la geometria del elemento, partiendo de las coordenadas
de puntos conocidos (m). Para que se trate de una interpolacién isoparamétrica, el nimero de
puntos m debe coincidir con el nimero de nodos del elemento. Al realizar esta interpolacion es
posible encontrar una relacién entre las coordenadas naturales y cartesianas [7]. Para lograr esto es
necesaria la utilizacién de las funciones de interpolacién geométrica, las cuales poseen las mismas
caracteristicas de las funciones forma.

Dicha interpolacién se puede expresar como se muestra en la Ec.(3.8):

A A

z = Ni(&)z + No(E)ma + -+ + Ny(E) 2y, (3.8)

3.2.3 Discretizacion en elementos finitos de dos nodos clase C1

Las variables que se emplean en el desarrollo de esta seccién son la flecha y el giro, representadas
por w; y (4); respectivamente.
Para este problema, la variable y su derivada deben ser continuas, razén por la cual se tomaran

elementos denominados de clase C1 que cumplen con esta caracteristica.

Para simplificar el problema se tomara el elemento mas sencillo de esta clase, el cual corresponde a
uno de dos nodos, tal como se indica en la Figura 3.2.1.
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Elemento:i-j

Coordenadas Cartesianas Coordenadas Normales
1 2 1 2
XN @g— @ X -1 +1
| | | 0 |
I I I I
1 1 1 1 1
W L Wa wie Ll2 L L12 o,
dwi _ dw: dw: dw.
dx1 6 dX: =6: dxi dXzz =02

Figure 3.2.1: Elemento finito de dos nodos en coordenadas naturales

De la Figura 3.2.1 se puede encontar una relacién entre las coordenadas naturales y ordinarias.

Partiendo de que £ = —1 cuando = = —%, obtenemos la siguinte semejanza:
s & T
-1 -=L/2 1 L/2

A partir de esto se obtiene la relacién entre coordenadas.

§=(F)x (3.9)

e=Le (3.10)

Las derivadas correspondientes de (3.11) y (3.12) son:

a _ 2
== (3.11)
dr L
i =3 (3.12)

Es posible representar graficamente a la expresién (3.9) tal como se muestra en la Figura 3.2.2.

José Antonio Ledén Torres 25
Pablo David Quinde Martinez



==
Universidad de Cuenca i
g 2
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|
|
|
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|
|
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L/2 i
i L2 i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
— 1
Figure 3.2.2: Relacion entre coordenadas naturales y cartesianas
Una vez encontradas las relaciones entre coordenadas, se analizard la flexion del elemento sin
considerar los efectos axiales (ver Figura 3.2.3).
& o
W1 W2
Wx
16— 4—@2
M1 @ MZ
L/2 L/2
L
Figure 3.2.3: Elemento bajo el efecto de flexion
Debido a que se utilizan elementos de clase C1, en donde la variable y su primera derivada deben ser
continuas, nos obliga a establecer dos incégnitas por nodo (w; y (%’)Z) Por esta razén la deformada
del elemento queda definida por una ecuacién cdbica (ver (3.13)).
_ 2 3
W= ag+ a1T + asxr” + asx (3.13)
la cual tiene como derivada a
dw
— =a,+2ax +3a3+ 2> =10 (3.14)
dx
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Ahora, para el calculo de las constantes aplicamos las condiciones de borde, que son:

M@:{“”# $:§5}

Wy Sl xTr =
y
. 01 si r = —%

Llegando asi a obtener

. w1  Way 6)1.[/ QQL 311)1 3w2 91 02 01 02 2 211)1 211)2 ‘91 02
wle) = =55 8+< 2L 2L 4 4)”( 2L+2L>x+ )t
(3.15)
O bien sea, expresada mediante las funciones forma como
w(z) = Ny(z)wy + Ny (2)0; + No(x)ws + No(a)6s (3.16)
En donde:
Ny() = 1 3z 223 (3.17)
N GRSV AN ’
N L x 22 23
1 3z 223
N L = 2z 23
Mol = (L T T 2
2(x) ( s 1 + 5T + L2> (3.20)

Para transformar a coordenadas naturales es necesario parametrizar la Ec.(3.16), por lo que se
reemplaza (3.10) en las expresiones (3.17),(3.18),(3.19) y (3.20), obteniendo:

N L ~ L
w(§) = Ni(§wy + N1(5)§91 + No(§)ws + Nz(f)§92 (3.21)
En donde:
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Ny(§) = i(2—3§+g3) (3.22)
e = ;(1-e-8+€) (3.23)
Ny(€) = i(2+35—g3) (3.24)
Roe) = 3(-1-€+2+€) (3.25)

A las funciones N; y N; se les conoce como polinomios de Hermite, y se las puede representar
graficamente como en la Figura 3.2.4:

4444’ -
= Oj
e
——n
X

N1

N2

GY

Figure 3.2.4: Funciones forma

3.3 SOLUCION DEL SISTEMA

Para la solucién de este problema existen dos alternativas. Una solucién debil aplicando el concepto
de trabajo virtual, y una solucién fuerte obtenida a partir de las ecuaciones de equilibrio.
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Solucidén fuerte:

y q
A
QA
dM
M+ —— dx
M dx
-t — — — — — -t — — — ——®» X
Q+qu
dx

Figure 3.3.1: Equilibrio de un elemento diferencial

Realizando el equilibrio, tal como se muestra en la Figura 3.3.1, tanto de las fuerzas (}° F, = 0) como
de los momentos correspondientes (> My = 0), llegamos a obtener dos relaciones fundamentales
(ver Ecs. (3.26) y (3.27)).

dQ
— 2
7 +q (3.26)
dM
— 2
- (3.27)

Derivando (3.27) y reeplazandola por su igual en (3.26), se tiene que:

d*M
g =4 (3.28)

Finalmente, es necesario igualar la derivada de la Ec.(3.6) con la expresién obtenida en (3.27),

obteniendo asi:

d*w

La Ec.(3.29) representa la solucién fuerte del problema, y se trata de una ecuancién de 4° grado de
orden ordinaria.
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Solucién débil:

Esta solucién se obtiene aplicando el concepto del PTV, el cual nos dice que: ” Una estructura
esta en equilibrio bajo la accién de un sistema de fuerzas exteriores si al imponer a la misma unos
desplazamientos arbitrarios (virtuales) compatibles con las condiciones en los apoyos, el trabajo
realizado por las fuerzas exteriores sobre los desplazamientos virtuales es igual al trabajo que realizan
las tensiones en la barra sobre las deformaciones producidas por los desplazamientos virtuales” [7].

Dicho concepto se puede expresar matematicamente como:

/// Seop dV = /

w P Pu P !
[ [ a4l E@(S(dﬁ)dx—/ S B G du= [ oM da
(3.30)

Esta ecuacion tiene como incognita funadmental a w, sin embargo, aparece también su segunda
derivada, razén por la cual es necesario dar continudad a estos dos parametros.

El mecanismo a seguir para encontrar los valores de los desplazamientos es utilizar una formulacién
isoparamatrica y elementos de clase Cl1.

Dado que y = ‘fi%}, tenemos:

dw dw df dw 2  2dN e

dx d€ dr  de LT Lde"
d*w dPw d*¢  dw 2\* 4 &N
w - wme L) e (3:81)

En donde los valores de 4 d§2 vienen dados por la Ec.(3.32):

dzN L L
& [ 66 L(—2+6¢) —6¢ L(2+6¢) | (3.32)

De esta manera, el campo de tensiones queda expresado de la forma:

4 d*N

Para encontar la solucién en coordenadas normales, se procede a parametrizar la expresion del PTV
partiendo de la Ec.(3.30).

St — / (6x)T Mda
L
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Como: dx = édf, se obtiene:

) L rt
awt =2 [ ()" Mg (3.34)

Reemplazando con las igualdades obtenidas en la Ec.(3.33), se llega a (3.36)

A L
d wnt — /
W (2.1{

4 AN\ [ 4 N
—ﬁ(éx)T <d§2> l—pEIdéz]} dg) u® (3.35)

n 8 o [ (N\T &N .
AWt — (Lgm(au )TL <d§2) dgd)u (3.36)

Una propiedad fundamental del sistema es el equilibrio que debe existir, es decir SW™t = §Iy/ et

en donde:

dWet = (ou®)’ P¢ (3.37)

Igualando los trabjos internos y externos se obtiene (3.39):

8 L (N\" &N
(6uS)T P = (LSEl(éue)T /_ 1 <d§2> el ) ue (3.38)
8 1 (@®N\" &>N
Pe = EI (/_1 <d£2> g ) ue (3.39)
K

Siendo K la matriz de rigidez del elemento. La expresion (3.39) puede quedar expresada como:

P° = Keu® (3.40)

3.3.1 Matriz de Rigidez

Matricialmente, K¢ puede representarse de la siguinte manera:
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d>Ny

d 2

dQNI 2 2 N 2 2 N\

de? d®N,  Ld?N, d®Ny Ld2N

N [ d§21 2 d§21 d§22 2 d§22 } dg (3.41)

e

EI
K€:8/

I3 J_1 dng

L d*N,

2 de2

68

goo BBz
203 )1 —6&

L(2+6¢)

[ 66 L(—2+6¢) —6¢ L(2+6¢) ||de (342

Si se integra la expresion descrita en (3.42) y reeplazamos los limites de integracién, llegamos a
encontrar la matriz de rigidez K de la viga de Euler-Bernoulli,la cual queda repreentada como.

12 6L —-12 6L
EI| - 4L? —6L 2L?
L3 12 —6L

sim 412

K@

(3.43)

3.3.2 Cargas Nodales Equivalentes
La carga que se tomara en cuenta para este analisis es una carga distribuida q.

Tenemos que W = Fw, en donde: w corresponde al desplazamiento, y F = q- x
Si aplicamos dicho concepto para un elemento diferencial, la expresion seria:

gt = / (6u)TNTgdz = (5uc)T P* (3.44)
L

Como dz = %df, entonces:

(GuY'Pe = é’((sue)T /_11Nqu§ (3.45)

L 1
pe= / NTqde (3.46)
1
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Ahora, si tomamos ¢ = ¢, la carga P se expresa como:
(2-36+¢&7)
e QOL/l T LgL t] 21—-¢-+¢%)
Pe == N* d¢ = —— 2 d 3.47
> LN R L] T et ey ¢ (3:47)
F(-1-++8)
Resolviendo esta integral definida entre los valores de 1 y -1, se obtiene la expresién de las fuerzas
nodales equivalentes para carga distribuida (ver Ec.(3.48))
qoL
2
qoL?
P = ol (3.48)
_6120L2
12
La solucién general de un elemento de dos nodos clase C1 es:
P+ R = K" (3.49)
y puede expresarce matricialmente como en la Ec.(3.50).
R, + %z 12 6l —-12 6l w0,
q? EIl - 4P —6l 2
r =20 | " (3.50)
5] l 12 -6l W2
l
—5 + i sim L AP 0
3.4 MOMENTO FLECTOR
Para el célculo del momento flector partimos de (3.6) pero en coordenadas normales. La curvatura
en dichas coordenadas esta expresada en la Ec.(3.31).
La expresién para encontar los momentos en un elemento de dos nodos de clase C1, viene dada por:
w1y
M(€) = EI— = [ 66 L(~2+6 66 L(2+6 b1 3.51
(€)= BI- 5[ 6¢ 5(-2+66 —66 §(2+6¢) || - (3.51)
)
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Sin embargo, los resultados que se obtienen al desarrollar la Ec.(3.51) no son exactos en todos
los puntos. Por esta razén es necesario realizar un analisis para encontar los denominados puntos
de Gauss, en los cuales la respuesta utilizando MEF coincide con gran exactitud con la respuesta
anlitica del problema.

3.4.1 Puntos optimos para el calculo de tensiones y deformaciones

Las tensiones obtenidas mediante los polinomios de desplazamientos no coinciden con las soluciones
reales, debido a que tienen uno e inclusive dos grados menos que las funciones polindmicas utilizadas
en el método de los elementos finitos.

Estas tensiones obtenidas, se las puede considerar como una aproximacién mediante minimos
cuadrados de la solucién exacta. Analizando esta propiedad, se puede concluir que la interseccion
entre esta soluciéon aproximada y la exacta, constituyen los puntos en donde es posible obtener una
solucioén real. El problema esta en encontrar la curva exacta de la solucién, para esto se emplea la
integraciéon numérica de Gauss-Legendre.

Utilizando esta integracién es posible encontrar los denominados puntos de Gauss, en donde el valor
de las tensiones es exacto. Estos puntos corresponden a los que se encuentra reemplazando el valor

de & por :I:% (ver Figura 3.4.1)[7].

Solucién Exacta

\Solucic’)n Elementos Finitos

Figure 3.4.1: Puntos 6ptimos en un elemnto diferencial

José Antonio Ledén Torres
Pablo David Quinde Martinez

34



Universidad de Cuenca

Reemplazando dichos puntos en (3.51), se obtiene la Ec.(3.52), en la cual los resultados de los
momentos flectores son exactos.

1 1 911
M(iﬁ) =Bl -5 | £2V3 I(-1£V3) F2V3 1(1+V3) | o (3.52)
02

3.5 ENSAMBLAIJE DEL SISTEMA

Para el ensamblaje final del sistema, es necesario unir a la matriz de flexién pura (ver Ec.(3.43)) con
la matriz de desplazamineto axial obtenida en el Capitulo 2, siendo la Ec.(??) la correspondiente
matriz de rigidez.

La matriz que se obtiene al juntar los dos efectos al que esta sometida la estructura es:

1 0 -1 0 0
EA| o Y% 41 o % 2
— L L
E=T10 0 0 1 0 o (3.53)
e A
Lo 8 21 o -8 45 |

Para ensamblar todo el sistema se debe tener en cuenta los nudos de unién de los elementos, ya
que en estos se sumaran los efectos de cada matriz del elemento. Las matrices que se ensamblaran
deben estar referidas a un solo sistema de coordenadas globales, por lo que se debe realizar una
transformaciéon de coordenadas antes del ensamblaje del sistema.

En general, los pasos que se debe seguir para solucionar este problema, son:

1. Definicién del sistema local y global: geometria, cargas, parametros fisico-mecanicos.
2. Célculo de la matriz de rigidez para cada elemento en ejes locales (K9 ).
3. Determinacién del angulo de rotacién de cada elemento y armar la matriz de rotaciéon T

4. Transformacién de la matriz de rigidez K a ejes globales

Ke = (T)'K,T
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5. Realizar el ensamblaje del sistema global.

6. Calculo de los desplazamientos, giros, fuerzas y reacciones.

3.6 PROGRAMA LEQUI PPE

3.6.1 Descripcion general del programa

El programa LEQUI PPE presentado en esta seccién, resuelve problemas estaticos de pérticos planos
aplicando el método de los elementos finitos.

El codigo presentado en el siguiente apartado fue desarrollado en su totalidad sin el uso de ningtin
otro codigo extra ya elaborado. Para la codificacion del programa LEQUI PPE se utilizé el lenguaje
de programaciéon de Matlab, trabajando conjuntamente con Excel para el ingreso de datos.

Los resultados que son posibles encontrar con este programa, son: desplazamientos, fuerzas axiales,
cortantes, momentos y diagramas, tantos de las vigas, como de las columnas de un pértico.

Para empezar a utilizar este programa es necesario realizar la entrada de datos, los cuales se cargan
previamente en Excel.

Posteriormente, el programa se encarga de ensamblar el sistema global partiendo de la matriz
elemental de rigidez de Euler- Bernoulli. Luego, contintia con la resoluciéon del sistema matricial para
encontrar los desplazamientos de cada nodo producidos por la carga estatica actuante. A partir de
estos desplazamientos es posible encontrar los valores de las fuerzas axiales, reacciones, cortantes y
momentos en toda la estructura.

Las graficas que se obtienen al utilizar LEQUI PPE, son: desplazamientos axiales y por flexion,
diagramas de cortante y momentos, asi como también una grafica general de la deformada de toda
la estructura.

Los resultado de este programa fueron comprobados con los obtenidos al utilizar SAP2000. Los
errores que se obtuvieron son menores al 1%.

3.6.2 Ingreso de datos iniciales

Para el manejo de los datos de entrada del problema, el programa utiliza cuatro archivos de Excel
los cuales deben ser cargados previo a su utilizacién. A continuacién se darad una breve explicacion
del manejo de dichos archivos:
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» IngresoDatos.xls: En este archivo se manejan las columnas de la A a laH. En las tres
primeras columnas se ingresan el nimero de elementos finitos con sus respectivos nodos.
En las columnas posteriores se deberd anotar los valores del médulo de Elasticidad (E) de
cada elemento, asi como las dimensiones de cada seccién respectiva. Las columnas G y H
corresponden a los valores de las cargas actuantes, en donde g0 corresponde al valor de la carga
distribuida, y p0 al valor de la carga axial, si la hubiera. Las columnas J e / también se utilizan,
sin embargo estas no se deben modificar ya que sus valores se obtienen automaticamente.

» Coordenadas.xls: Las columnas que se deben llenar son la A,B'y C. En estas se deben ingresar
el nimero de nodos que tiene la estructura discretizada, con sus respectivas coordenadas en
X y Y. Se debe tener en cuenta que siempre existe un nodo mas que el nimero total de
elementos finitos.

» IngresoRestricciones.xls: Aqui, se deberan anotar los nodos que contengan las restricciones,
asi como la forma de estas. Para ello se deberan seguir las instrucciones dadas en este archivo
para colocar cada tipo de restriccién.

» disposicionelementos.xls: En este archivo, se ingresa en la primera columna el nimero de
elementos finitos que tiene cada elemento estructural. En las columnas C y D, se ingresa el
nodo inicial y final de cada elemento estructural. En las columnas posteriores se deben anotar
los nodos que forman cada uno de las vigas y columnas, respectivamente.

3.6.3 Cdédigo programa LEQUI PPE

Rutina principal

global A E | L K PF
disp(’*****************************************************************’)
disp (" PROGRAMA LEQUI PPE’)

disp( )
% PROGRAMA PARA RESOLVER PORTICOS PLANOS

% Leer datos de entrada desde Excel

datos=xlsread ('IngresoDatos32 ")

coordenadas=xlIsread (' Coordenadas32 ")

restriccionesnodos=xlsread ('IngresoRestricciones32 ")
disposicionelementos=xlsread ('disposicionelementos32 ")

[e,el]=size(datos);

% Disposicién de los elementos

[Tlocales ,de, maxdispelem ,dispL , dispangulo]=dispelementos(disposicionelementos ,coordenadas);
% Dibujo del Pértico

plot(coordenadas(:,2) ,coordenadas(:,3) ,'*")

title ('Pértico Plano’)

xlabel ("X Longitud en centimetros ')

ylabel ('Y Longitud en centimetros ')

grid

%———————Encerar la matriz final de rigidez y de fuerzas
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ceros=3x%(e+1);
K=zeros(ceros);
PF=zeros(ceros ,1);
AcumuladorL=zeros(e,1);

% OBTENCION Y ENSAMBLAJE DE MATRICES

% Ingreso de Datos

[Angulo ,E,q0,p0,A,l ,L, nodoinicial , nodofinal]=IngDatos(datos , coordenadas ,i);

% Matriz de Rigidez Base( de un elemento)

[Kbase]= MATRIZrigidez (Il ,E,L,A);

% Acumulador de longitudes (para momentos)

signo=sign (Angulo);
if (signo==0)
signo=1;
end
AcumuladorL (i,1)=signoxL;

% Matriz de fuerzas base
[Pbase]= Mfuerzasbase(q0,p0,L);

% Matriz de transformacién

[T]= EjesGlobales(Angulo);

% Cambio de coordenadas

[ KbaseF , PbaseF]=CambioCoordenadas (Kbase ,T, Pbase) ;

o,

© Ensamblaje de la matriz de rigidez

[K]=Ensamblaje (KbaseF ,i, nodoinicial ,nodofinal);

% Ensamblaje Matriz de Fuerzas

[PF]l= MATRIZfuerzas(PbaseF , nodoinicial ,nodofinal);

i=i+1;
end

o,

(i Ingreso de restricciones

[Restric ,nr] =MRestricciones(ceros ,restriccionesnodos);

% Célculo de los desplazamientos

[Desplazamientos , DesplazamientosX , DesplazamientosY ,K1,PF1]=MDesplazamientos (K,PF,e, Restric ,
ceros);

% Célculo de fuerzas

Fuerzasl=KxDesplazamientos;
FuerzasF=Fuerzasl —PF;

%—————————Para calcular un vector solo de las reacciones

MatrizReacciones=zeros (3,1,nr);

for i=1:nr
nodo=restriccionesnodos(i,1);
basel=[1,2,3];
basevalor=[nodo*3—2,nodo*x3—1,nodo *3];
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MatrizReacciones(basel ,1,i)= MatrizReacciones(basel,1,i)+FuerzasF(basevalor , h1);
end

%—————DESPLAZAMIENTOS, CORTANTES, FUERZAS AXIALES, MOMENTOS———

o,

o Resultados en ejes locales

[CortanteAxialMomento , DesplazamientosDivididos , LongitudesDivididas , EfectosdeFuerzas]=
FuerzasGlobales(ceros , FuerzasF ,PF,e, maxdispelem ,de, disposicionelementos , Desplazamientos ,
AcumuladorL , Tlocales ,dispangulo ,nr,restriccionesnodos , MatrizReacciones);

0

o Separar las fuerzas axiales y cortantes

% Céalculo de los momento

[DesplazamientosLocales , DesplazamientoX , DesplazamientoY , FuerzaX , FuerzaY , MomentoXY]=
DesplazamientosFuerzaselemento(e, Tlocales , Desplazamientos , DesplazamientosDivididos ,de,
disposicionelementos ,LongitudesDivididas , DesplazamientosX , DesplazamientosY , dispL ,
coordenadas ,nr,restriccionesnodos , MatrizReacciones , EfectosdeFuerzas);

DesplazamientoX;

DesplazamientoY ;

FuerzaX;

FuerzayY;

MomentoXY ;

o,

(i Valores maximos de las deformaciones

maxdeformacionesAXIAL (1,1 ,:)=max(DesplazamientoX);
maxdeformacionesAXIAL (1,2 ,:)=min(DesplazamientoX);
maxdeformacionesFLEXION (1,1 ,:)=max(DesplazamientoY);
maxdeformacionesFLEXION (1,2 ,:)=min(DesplazamientoY);
maxdeformacionesAXIAL

maxdeformacionesFLEXION

%—————Valores méaximos fuerzas axiales, cortante y momentos

maxFAxial (1,1 ,:)=max(FuerzaX);
maxFAxial (1,2,:)=min(FuerzaX);
maxCortante (1,1 ,:)=max(FuerzaY);
maxCortante (1,2 ,:)=min(FuerzaY);
maxMomento (1,
1

1,:)=max(MomentoXY) ;
maxMomento (1,2 ,:)=min(MomentoXY) ;
maxFAxial
maxCortante
maxMomento

MatrizReacciones

Subrutinas

» Subrutina dispelementos

1 function [Tlocales ,hde, maxdispelem ,dispL,dispangulo]=dispelementos(disposicionelementos,
coordenadas)
2
3 [de,del]=size(disposicionelementos);
4
5 for i=1:de
6 nodoinicial=disposicionelementos (i, 2);
7 nodofinal=disposicionelementos(i,3);
8 cxy=[coordenadas(nodoinicial ,2),coordenadas(nodoinicial ,3);coordenadas(nodofinal ,2),
coordenadas(nodofinal ,3)];
9 dispL(i,1)=((cxy(2,1)—cxy(1,1))"24+(ecxy(2,2)—cxy(1,2))"2)"(1/2);
10 dispangulo(i,1)=abs(atan((cxy(2,2)—ecxy(1,2))/(exy(2,1)—ecxy(1,1))));
11 end
12
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13 maxdispelem=max(disposicionelementos (:,1));
14 Tlocales=zeros (( maxdispelem+1)*3,( maxdispelem+1)*3,de);
15
16 for i=1:de
17 for j=1l:disposicionelementos(i,1)+1
18 basef=[3%j —2,3%j —1,3%j |;
19 disT =[(cos(dispangulo(i,1))),(sin(dispangulo(i,1))),0;—sin(dispangulo(i,1)),cos(
dispangulo(i,1)),0;0,0,1];
20 Tlocales(basef(1,:),basef(1,:),i)=Tlocales(basef(1,:),basef(1,:),i)+disT;
21 end
22 end
23 end
Subrutina IngDatos
1 function [Angulo,E,q0,p0,A,l,L,nodoinicial ,nodofinal]=IngDatos(datos, coordenadas, i)
2
3 nodoinicial=datos(i,2);
4 nodofinal=datos(i,3);
5 cxy=[coordenadas(nodoinicial ,2),coordenadas(nodoinicial ,3);coordenadas(nodofinal ,2),
coordenadas(nodofinal ,3)];
6 L=((exy (2,1)—cxy(1,1)) 24 (exy (2,2)—cxy(1,2))"2)"(1/2);
7 Angulo=atan ((cxy (2,2)—cxy(1,2))/(cxy(2,1)—cxy(1,1)));
8 E=datos (i ,4);
9 q0=datos (i ,7);
10| pO=datos(i,8);
11 A=datos(i,9);
12 I=datos(i,10);
13
14 end
Subrutina MATRIZrigidez
1
2 function [Kbase]= MATRIZrigidez(l ,E,L,A)
3
4| L1=(L);
5| EIL=(Ex1)/(L1°3);
6| Kbase=[(E*A/L),0,0, —(E*A/L),0,0;0,EIL*12,EIL%6%L1,0, EIL*(—12) EIL%6%L1;0,EIL*6xL1, EIL+4%
L1°2,0, EIL#(—6%L1) EIL+2xL1"2;—(E*A/L) ,0,0,(ExA/L),0,0;0,EIL*(—12) EIL*(—6xL1),0,EIL
%12, EIL*(—6%L1);0, EIL%x6xL1, EIL*2%L1"2,0,EIL*(—6%L1) 6 EIL*4%L1"2];
7
8 end
Subrutina Mfuerzasbase
1 function [Pbase]= Mfuerzasbase(q0,p0, L)
2
3 LL1=(L);
4 Pbase=[(pO0*LL1/2);(q0*(LL1/2));(q0*(LL1)"2/12);(pOxLL1/2);(qO*(LL1/2));—(qOx(LLL)
"2/12)1;
5
6 end
Subrutina EjesGlobales
1 function [T]=EjesGlobales(Angulo)
2
3 angulos=Angulo;
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4| T=[(cos(angulos)) ,(sin(angulos)),0,0,0,0;—sin(angulos),cos(angulos)
,0,0,0,0;0,0,1,0,0,0;0,0,0,(cos(angulos)) ,(sin(angulos)),0;0,0,0,—sin(angulos),cos(
angulos) ,0;0,0,0,0,0,1];
5
6 end
Subrutina CambioCoordenadas
1
2 function [KbaseF, PbaseF]=CambioCoordenadas(Kbase, T, Pbase)
3
4 KbaseF=(T'* KbasexT) ;
5 PbaseF=(T'*Pbase);
6
7 end
Subrutina Ensamblaje
1
2 function [K]=Ensamblaje(KbaseF,i, nodoinicial ,nodofinal)
3
4 global K
5 BASE=[3*nodoinicial —2,3xnodoinicial —1,3xnodoinicial ,3xnodofinal —2,3%xnodofinal —1,3%
nodofinal ];
6| K(BASE(1,:),BASE(1,:))=K(BASE(1,:),BASE(1,:))+KbaseF;
7
8 end
Subrutina MATRIZfuerzas
1 function [PF]= MATRIZfuerzas(PbaseF ,nodoinicial ,nodofinal)
2
3 global PF
4 BASE=[3*nodoinicial —2,3*xnodoinicial —1,3xnodoinicial ,3*nodofinal —2,3xnodofinal —1,3%
nodofinal];
5|/ PF(BASE(1,:),1)=PF(BASE(1,:),1)+PbaseF;
6
7 end
Subrutina MRestricciones
1 function [Restric ,nr] =MRestricciones(ceros ,restriccionesnodos)
2
3 Restric=ones(ceros ,1);
4 [nr,nrl]=size(restriccionesnodos);
5 for j=1l:nr
6 pnodo=restriccionesnodos (j,1);
7 rnodo=restriccionesnodos (j,2);
8 if (rnodo==2)
9 vnodo=[0,0,1];
10 baser=[3%*pnodo —2,3%pnodo —1,3%pnodo];
11 Restric(baser(1,:),1)=vnodo;
12 end
13 if (rnodo==3)
14 vnodo=[0,0,0];
15 baser=[3%pnodo —2,3%pnodo —1,3%pnodo|;
16 Restric(baser(1,:),1)=vnodo;
17 end
18 end
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19
20 end
» Subrutina MDesplazamientos
1 function [Desplazamientos,6 DesplazamientosX , DesplazamientosY ,K1,PFl]=MDesplazamientos (K, PF
,e, Restric , ceros)
2
3 ceros;
4| Kl=zeros(ceros);
5 K1=K;
6 PFl=zeros(ceros ,1);
7| PF1=PF;
8 for i=1:(ceros)
9 if (Restric(i,1)== 0)
10 K1(i,i)=K(i,i)*10000000;
11 PF1(i,1)=0;
12 end
13 end
14 Desplazamientos=K1\PF1;
15 for i=0:(e)
16 DesplazamientosX (i+1,1)=Desplazamientos ((3*i)+1,1);
17 DesplazamientosY (i+1,1)=Desplazamientos ((3*i)+2,1);
18 GirosXY (i+1,1)=Desplazamientos ((3*i)+3,1);
19 end
20
21 end
» Subrutina FuerzasGlobales
1 function [CortanteAxialMomento , DesplazamientosDivididos , LongitudesDivididas ,
EfectosdeFuerzas]|=FuerzasGlobales(ceros , FuerzasF ,PF,e, maxdispelem ,de,
disposicionelementos , Desplazamientos , AcumuladorL , Tlocales ,dispangulo ,nr,
restriccionesnodos , MatrizReacciones)
2
3
4 %———Dividir los esfuerzos y desplazamientos referidos a cada
5 % elemento estructural
6
7 DesplazamientosDivididos=zeros (( maxdispelem+1)*3,1,de);
8 CargasDivididas=zeros (( maxdispelem+1)%3,1,de);
9 for i=1l:de
10 for j=1:(disposicionelementos(i,1)+1);
11 nodo=disposicionelementos (i, j+3);
12 basel=[j*x3—-2,jx3—-1,j *3];
13 basevalor=[nodo*3—2,nodo*x3—1,nodo *3];
14 DesplazamientosDivididos (basel ,1,i)=DesplazamientosDivididos(basel ,1,i)+
Desplazamientos(basevalor ,1);
15 CargasDivididas(basel ,1,i)=CargasDivididas(basel ,1,i)+PF(basevalor ,h1);
16 end
17
18 % acumulador con las longitudes divididas
19 % para calcular los momentos
20
21 for j=1:(disposicionelementos(i,1));
22 nodo=disposicionelementos (i, j+3);
23 LongitudesDivididas (j,1,i)=AcumuladorL(nodo,1);
24 end
25 end
26
27 %——————Para pasar las cargas Divididas y las Fuerzas Divididas
28 % a coordenadas locales
29
30 for i=1:de
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31 CargasDividasLocales (:,:,i)=Tlocales (:,:,i)*CargasDivididas (:,:,i);
32 end
33
34 % Eliminar todas las cargas axiales
35
36 for i=1:de
37 numnudos=(disposicionelementos (i ,1)+1);
38 for j=1l:numnudos;
39 CargasDividasLocales(j*3—-2,1,i)=0;
40 end
41 %——————Asignar a todos los nudos finales de cada elemento
42 % la carga del penultimo elemento
43
44 CargasDividasLocales(numnudos*3—1,1,i)=CargasDividasLocales ((numnudos—1)*x3—1,1,i)
45 end
46
a7 %————————Acumular fuerzas axiales, cortantes y momentos
48 % n coordenadas globales
49 CortanteAxialMomento=zeros(ceros ,1);
50
51 %Este proceso sirve para asignar a la matriz CortanteAxialMomento las
52 %fuerzas de reaccion en solo uno de los nudos respectivos, por defecto se
53 %tomara el nudo del primer elemento que tenga reaccion
54
55 for i=1:1
56 nodoreaccion=restriccionesnodos(i,1);
57 base=[3*nodoreaccion —2,3%xnodoreaccion —1,3%xnodoreaccion |;
58 basel=[1,2,3];
59 CortanteAxialMomento (base(1,:) ,1)=MatrizReacciones(basel (1,:),1,i);
60 end
61
62 %—————Encontrar las fuerzas locales axial y cortante en cada uno
63 % de los elementos estructurales del problema
64
65 EfectosGlobales=zeros (( maxdispelem+1)%3,1,de);
66 EfectosdeFuerzas=zeros (( maxdispelem+1)x3,1,de);
67 for j=1l:de
68 nodoreaccion=disposicionelementos(j,4);
69 basel=[1,2,3];
70 base=[3*nodoreaccion —2,3xnodoreaccion —1,3xnodoreaccion |;
71 giroelemento=[(cos(dispangulo(j,1))),(sin(dispangulo(j,1))),0;—sin(dispangulo(]
,1)),cos(dispangulo(j,1)),0;0,0,1];
72 CortanteAxialMomentolLocal (basel (1,:) ,1)=giroelementoxCortanteAxialMomento (base
(1.:).1);
73 EfectosdeFuerzas(basel(1,:),1,j)=CortanteAxialMomentolLocal(basel(1,:),1);
74 elementonum=(disposicionelementos(j,1)+1);
75 for i=2:elementonum
76 basel=[3%i —2,3%i —1];
77 baseant=[3x(i—-1)—2,3%(i—1)—1];
78 EfectosdeFuerzas(basel (1,:),1,j)=EfectosdeFuerzas(baseant(1,:),1,j)+
EfectosdeFuerzas(basel (1,:),1,j)+CargasDividasLocales(basel(1,:),1,j)
79 end
80 EfectosGlobales (:,:,j)=Tlocales(:,:,j) *xEfectosdeFuerzas(:,:,j);
81 for i=2:elementonum
82 nodo=disposicionelementos(j,i+3);
83 base=[3*nodo—2,3xnodo—1,3%nodo | ;
84 basel=[3%i —2,3%xi —1,3xi];
85 CortanteAxialMomento (base(1,:) ,1)=CortanteAxialMomento(base(1,:) ,1)+
EfectosGlobales(basel (1,:),1,j);
86 end
87 end
88
89 end
» Subrutina DesplazamientosFuerzaselemento
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1 function [DesplazamientoslLocales ,DesplazamientoX , DesplazamientoY , FuerzaX , FuerzaY , MomentoXY
]=DesplazamientosFuerzaselemento (e, Tlocales ,Desplazamientos, DesplazamientosDivididos ,
de,disposicionelementos , LongitudesDivididas , DesplazamientosX , DesplazamientosY , displL ,
coordenadas ,nr,restriccionesnodos , MatrizReacciones , EfectosdeFuerzas)

2

3 %———Desplazamientos, esfuerzos axiales y de flexion de cada elemento

4

5 for i=1:de

6 DesplazamientosLocales (:,:,i)=Tlocales(:,:,i)*xDesplazamientosDivididos (:,:,i);

7 FuerzasLocales (:,:,i)=EfectosdeFuerzas (:,:,i);

8 end

9 for j=1l:de

10 for i=0:disposicionelementos(j,1)

11 DesplazamientoX(i+1,1,j)=DesplazamientosLocales((3*i)+1,1,j);

12 DesplazamientoY (i+1,1,j)=DesplazamientosLocales((3*i)+2,1,j);

13 GiroXY(i+1,1,j)=DesplazamientosLocales((3*i)+3,1,j);

14 FuerzaX(i+1,1,j)=FuerzaslLocales((3%i)+1,1,j);

15 FuerzaY(i+1,1,j)=FuerzasLocales((3*i)+2,1,j);

16 end

17 end

18

19 % Momentos

20

21 Momentonodogeneral=zeros (e+1,1);

22 for i=1l:nr

23 nodoreaccion=restriccionesnodos (i ,1);

24 Momentonodogeneral (nodoreaccion ,1)=MatrizReacciones(3,1,i);

25 end

26 [cerosM , cerosM2 , cerosM3]=size (FuerzaY);

27 MomentoXY=zeros (cerosM ,1,de);

28 for j=1:de

29 nodoreaccion=disposicionelementos(j,4);

30 MomentoXY (1,1, j)=Momentonodogeneral (nodoreaccion ,1);

31 for i=l:disposicionelementos(j,1)

32 MomentoXY (i 41,1, j)=MomentoXY (i ,1,j)—(FuerzaY(i,1,j)+FuerzaY(i+1,1,j))/2%

LongitudesDivididas (i ,1,j);

33 nodo=disposicionelementos (], i+4);

34 Momentonodogeneral (nodo,1)=Momentonodogeneral (nodo,1)+MomentoXY (i+1,1,j);

35 end

36 end

37

38 %————Graficar cada uno de los resultados de cada elemento

39

40 for i=1:de

41 figure

42 title ('Elemento’) , title (i)

43 subplot(2,3,1),plot(DesplazamientoX (:,:,1i))

44 title ('Desplazamiento Axial’ ),xlabel('distancia nodos (cm)'),ylabel('deformacién (cm
)

45 grid

46 subplot(2,3,2),plot(DesplazamientoY (:,:,i))

47 title ('Desplazamiento Flexionante ' ),xlabel(’'distancia nodos (cm)'),ylabel ('
deformacién (cm) ')

48 grid

49 subplot(2,3,3),plot(FuerzaX(:,:,i),'r=")

50 title ('Fuerza Axial’ ),xlabel('distancia nodos (cm)’'),ylabel (' Fuerza(Kg)"')

51 grid

52 subplot(2,3,4),plot(FuerzaY (:,:,i),'r=")

53 title ('Cortante’ ),xlabel('distancia nodos (cm)'),ylabel (' Fuerza (Kg)')

54 grid

55 subplot(2,3,5),plot(MomentoXY (:,:,i),'r—")

56 title ('Momento’ ),xlabel('distancia nodos (cm)’),ylabel('Momento (Kg.cm) ')

57 grid

58

59 end

60
61 % GRAFICAR LA DEFORMACION DEL PORTICO
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62

63 for j=0:1

64 for i=1l:e+1;

65 Desplazamientosgraficol (i, j+1)=Desplazamientos(i*3—2+j,1);
66 end

67 end

68 | maxX=max(abs(DesplazamientosX));

69 if (maxX==0)

70 maxX=1;

71 end

72 maxY=max(abs(DesplazamientosY));
73 if (maxY==0)

74 maxY=1;

75 end

76 maxlongelemento=max(abs(dispL (:,1)));

77 relaciondeseada=10;

78 relacionproporcion=maxX/maxY;

79 factorincrementoX=relacionproporcionx1l/(relaciondeseada*maxX/maxlongelemento);
80 factorincrementoY=1/(relaciondeseada*maxY/maxlongelemento);

81 Desplazamientosgraficol (:,1)=factorincrementoX*Desplazamientosgraficol (:,1);
82 Desplazamientosgraficol (:,2)=factorincrementoYxDesplazamientosgraficol (:,2);
83 Coordenadassolas=coordenadas (:,[2,3]);

84 Desplazamientosgrafico2=Coordenadassolas+Desplazamientosgraficol;

85 figure
86 plot (Desplazamientosgrafico2(:,1),Desplazamientosgrafico2(:,2),'g—")

87 title ('Deformada de la estructura’' )
88
89 end
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Chapter 4

PROBLEMA DINAMICO Y MATRIZ DE MASAS

En el presente capitulo, se empezara realizando una breve introduccién hacia la dindmica estructural
revisando conceptos basicos del tema.

Posteriormente se estudia el problema dindmico que se produce al someter a un pértico plano a una
carga dinamica, encontrando la ecuacién de movimiento que gobierna dicho problema.

En la siguiente seccion, se analiza el procedimiento a seguir para encontrar la matriz de masas
consistente de Euler-Bernoulli, pudiendo obtener un mayor detalle del método en las referencias [6],
o] y [2].

Finalmente se resuelve el problema dindmico utilizando un método explicito, especificamente el
método de las diferencias centrales.

4.1 GENERALIDADES

Los sistemas dinamicos pueden ser definidos como los sistemas cuyas variables pueden sufrir cambios
con el tiempo, siempre y cuando estos sean rapidos y den origen a fuerzas inerciales en la estructura.
Dichas variables pueden ser médulo, direccion, sentido, o punto de aplicacién de la carga, asi como los
esfuerzos y deflexiones que pueden ocurrir en la estructura. Estas variaciones pueden ser predecibles
si se conocen las causas externas que producen este fendmeno. Generalmente, la respuesta de una
estructura ante una carga dindmica eventual se expresa en funcién de los desplazamientos producidos
[2]. Algunos ejemplos de las causas externas que pueden producir este fenémeno dindmico pueden
ser:

= Movimientos sismicos.
» Vibraciones causadas por fuerzas naturales: viento, corrientes, olas, etc.

» Vibraciones causadas por fuerzas inducidas: explosiones, impactos, vibraciones de maquinaria,
movimiento de vehiculos, etc.

Para la evaluacién de la respuesta estructural ante cargas dinamicas, pueden definirse dos conceptos:

el determinista y el no determinista.
Una carga dindmica, es definida como determinista cuando se conoce por completo su variacién en
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cada instante del tiempo. Por otra parte, la carga dindmica es no determinista cuando se utilizan
estudios estadisticos para definir su variacién con el tiempo. El andlisis simico estructural se basa
generalmente en la aplicacion de métodos deterministas, dado que generalmente la respuesta hacia
cargas dinamicas se encuentra en funcién de los desplazamientos de la estructura. Estas acciones
dindmicas son conocidas en cada instante del tiempo.[2].

4.2 PROBLEMA DINAMICO

El problema de un sistema sometido a cargas temporalmente variables se fundamenta en encontrar
las respuestas de la estructura en cada instante del tiempo, siendo esta sucesion de soluciones una de
las principales diferencias con un problema estatico. Por otra parte, las fuerzas inerciales producidas
en respuesta a la aceleraciéon actuante introducen deformaciones adicionales en la estructura que
deben ser tomadas en cuenta para el disefo de los elementos.

4.2.1 Formulacion de la ecuacion de movimiento

Todo sistema o estructura cuando es sometido a fuerzas dinamicas, presentan expresiones
matematicas que gobiernan el estado de respuesta de dicha estructura. Estas expresiones son
conocidas como ecuaciones de movimiento, las mismas que al ser resueltas, nos permite encontrar
la sucesién de respuestas a lo largo del tiempo.

El principio utilizado para la formulacién del problema, es el Principio de d'Alembert.

Este principio se basa en la segunda Ley de Newton del movimiento, y fundamentalmente expresa
que la tasa de cambio del movimiento de cualquier particula de masa m es igual a la fuerza que
actiia sobre esta [6]. Dicho concepto puede ser expresado por la siguiente expresién (ver Ec.(4.1)):

P(t) — Mii(t) = 0 (4.1)

En donde, P(t) representa las fuerzas externas y M ii(t) las fuerzas inerciales.

Este principio es de gran ayuda, ya que permite expresar la ecuacién de movimiento como una
ecuacion de equilibrio dindmico. Aplicando dicho principio, y realizando el equilibrio, se puede

encontrar la ecuacién que gobierna a un pértico (Ec.(4.2)), tal como se muestra en la Figura 4.2.1.

M ii(t) + Ca(t) + Ku(t) = P(t) (4.2)

El principal problema, consiste en encontrar los desplazamientos u(t) producidos por las fuerzas
externas P(t).
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mu
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«— - 1
K, ci x,

Figure 4.2.1: Pértico sometido a carga dinamica

Para poder resolver esta ecuacion se utilizard el método de las diferencias centrales, el cual de
estudiard en la seccién 4.4.

4.3 MATRIZ DE MASAS

En la construccién de la matriz de masas M, generalmente se sigue el mismo procedimiento utilizado
en el capitulo 3 para la obtencién de la matriz de rigidez K. Se obtiene la matriz de masas de cada
elemento en ejes locales, para posteriormente transformar y ensamblar cada matriz elemental en
el sistema global. Finalmente, con este proceso se obtendra la matriz de masas global de todo el
sistema.

Esta matriz posee ciertas propiedades, tanto numéricas como fisicas, entre las que estan:

» Debe existir simetria, tanto de la matriz como de las propiedades de los elementos.

= Tomando conceptos de la Mecanica Clasica, todos los elementos de la masa deben conservarse,
asi como también el momento linear.

= La matriz de masas debe ser positiva.[9]

Existen varias formas para calcular M, algunas de las cuales pueden presentar ciertas ventajas
operacionales como son los denominados /lumpings o diagonalizacion de matrices. Estos métodos
se los estudiara con detalle en el Capitulo 5

4.3.1 Matriz de masas consistente bajo carga axial

Este analisis se realizara para un elemento tipo barra de longitud L, con seccién y densidad constante
similar al de la Figura ?77.

José Antonio Ledén Torres
Pablo David Quinde Martinez

48



Universidad de Cuenca N
Para obtener la matriz consistente de masas, es necesario aplicar el concepto de la energia cinética,
tomandola como parte de las funciones de gobierno del sistema [? ].
Aplicando dicho concepto, el cual involucra a la masa y velocidad al cuadrado de la particula en un
campo de aplicacion 2, es posible expresar a la energia cinética de elemento 7, como:
T 1/ (v¢)T0® dQ) (4.3)
== ve) v )
2 Qp
Para interpolar las velocidades, se utilizara funciones forma, en donde, v = N°%, obteniendo asi:
e 1 -e\T e\T nje - e
T* = (i) /p(N) N° d i (4.4)
Q
Mg
A M se le conoce como la matriz consistente de masas del elemento.
Las funciones forma que se utilizaran para la deduccién de la matriz, son las mismas utilizadas para
la matriz de rigidez (ver Ec.(2.18)). En dichas funciones se realizard un cambio de coordenadas
cartesianas a normales, es decir una parametrizaciéon. Luego de este cambio, las funciones forma
son:
N, = 1-¢ (4.5)
Ny = ¢ (4.6)
Sustituyendo (4.5) y (4.6) en la M, obtenida en la Ec.(4.4), tenemos que:
L
MS = pA/ (N®)TN® d (4.7)
0
e ! 1 -
ME = pA/ [ 5][1—5 ¢ | Lae
0 3
Integrando (4.8), y reemplazando los limites de integracidn, se obtiene la matriz Mg, de un elemento
(ver Ec.(4.8)):
e 1 2 1
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4.3.2 Matriz de masas consistente de Euler-Bernoulli

Partiendo del mismo criterio utilizado en la seccién anterior, obtenemos una expresién similar a la
Ec.(4.8).
El procedimiento a seguir es el mismo que se empled para la obtencién de la matriz de rigidez en el

capitulo 3, utilizando las mismas funciones forma(ver Ecs.(3.22),(3.23),(3.24) y (3.25)), llegando a:

1 1
Mg = SpAL /_ (NN dg (4.9)
—_————
Be

Integrando cada una de los términos de la matriz entre 1 y -1, utilizando las funciones forma
parametrizadas, se obtiene la matriz consistente de masas (ver Ec.(4.10).

156 22L 54 —13L

. pAL . 412 13L —3L?
420 . 156 —=22L
sim L 4172

Si lo que se busca es juntar el aspecto axial con el de flexion pura, la matriz consistente de masas
axial, puede ser expresada como (4.11)

(4.11)

.1 2 1] pAL[ 140 70
MC_GPALll 21_420[70 140]

juntando la matriz a flexién pura (4.10), con la matriz de fuerza axial (4.11), obtenemos la matriz
consistente total de masas del elemento (ver Ec.(4.12)):

140 0 0 70 0 0

0 156 22L 0 54 —13L
_pAL| 0 22L 4L* 0 13L —3L?
T 420 | 700 0 140 0 0
0 54 13L 0 156 —22L
0 —13L —3L% 0 —22L 42

MZ, (4.12)

Al igual que con la matriz de rigidez, esta matriz de masas se encuentra en ejes locales, razén por

la cual, si se quiere expresar esta matriz en el sistema global de coordenadas, es necesario emplear
la matriz de transformacién T (ver Ec.(2.37)). Este cambio de coordenadas puede ser expresado de
la siguinte manera:

M = (T)"'M*T (4.13)
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En donde, M es la matriz de masas en ejes globales, y M la matriz de masas en ejes locales

Para el ensamblaje de la matriz de masas se sigue el mismo procedimiento aplicado en el Capitulo
3 para ensamblar la matriz de rigidez.

4.4 METODO DE LAS DIFERENCIAS CENTRALES

Este es un método explicito que se basa en encontrar una respuesta en el tiempo t;,1 a partir de las
ecuaciones de equilibrio en el tiempo %;, utilizando incrementos constantes de tiempo.

La mayor ventaja del método de las diferencias centrales, esta en el ambito computacional, ya que
no es necesario resolver ningin sistema de ecuaciones, mejorando considerablemente el tiempo de
ejecucién. Sin embargo, se debe analizar el At. (tiempo critico) a utilizar, debido a que si se utiliza
At altos el método puede presentar inestabilidades, y por el contrario, valores muy pequefios de At
puede incrementar notablemente el tiempo de ejecucién.

La formulacion del método de las diferencias centrales parte de encontrar las aceleraciones iniciales
(Ec.(4.15)), es decir, en el tiempo t.

MﬁQ—FCUQ—i—KuO:PO (414)
despejando la aceleracién iy de (4.14), tenemos:
iip = M [Py — Cig — K] (4.15)

Para continuar con el desarrollo se utilizara el método de las segundas diferencias centrales, con el
cual es posible encontrar la aceleracién en el tiempo ty en funcién de las velocidades en puntos ¢; y
t_1. Dicho concepto se puede analizar graficamente en la Figura 4.4.1.

a) Desplazamiento b) Velocidad
u 0]
Uo
U us U-1r2

> >

1 0 1 v A2 0 12 Y

h h t t

Uo
l.,|1/2
h/2 , h/2

Figure 4.4.1: Analisis diferencias centrales
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La velocidad media entre u_; y ug, es:
. Uy — U1
= —— 4.16
u 1/2 At ( )
de la misma manera, la velocidad media entre ug y u;, puede ser:
. U —u
iy = lAt 0 (4.17)
por lo tanto, la velocidad g, sera;
. Uy —U-1
- - 4.18
Ug 2(At) ( )
Partiendo de estas velocidades medias, es posible encontrar la aceleracién correspondiente
(Ec.(4.19)).
. Uyjg — U_1/2
e . e 4.19

o At (4.19)
Reemplazando los valores obtenidos en (4.16) y (4.17) en la Ec.(4.19), obtenemos:

. 1

Ug = (At)Q (U,l - 2U0 + U_l) (420)
Para encontrar el desplazamiento uy, igualamos la Ec.(4.20) con la Ec.(4.15), asi:

1 1 .

(At)Z (U,l — QU() + U_l) = M [Po — CUO — KU()]

(Ul — 2U0 + u,l) = (At)QMil [Po — CUQ — KUo]
Despejando el desplazamiento uq, llegamos a:

Uy = (At)QM_l [PO - CUO - KUO] + 2U0 —U_1 (421)
Debido a que no se conocen los valores de desplazamientos en el tiempo t_1, es necesario dejar este
valor en funcién del tiempo actual ¢y y del tiempo %1, para lo cual, despejamos el valor de u_; de la
Ec.(4.18).

U_1 = U — 2(At)u0 (422)
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Ahora, introducimos la Ec.(4.22) en la Ec.(4.21), y despejamos el valor del desplazamiento u,,
obteniendo:

(At)®
2

l\/l_1 [P() — CUO — KUO] + ug + (At)UO (423)

Uy =

En este caso en particular, se considerard un sistema sin amortiguamiento, razén por la cual la
ecuacion final del desplazamineto es:

(At)®

9 M_l [Po — KUO] + Uo + (At)UO (424)

uy =

Ademas del desplazamineto en el tiempo t;, también se debe evaluar la velocidad ;. Para esto se
puede realizar la siguiente suposicion:

1. ) Uy — Ug

- — 4.25

5 (ito + i) a0 (4.25)
En donde, el valor de %4, seria:

. 2(u; — u .

iy = (1At()) — (4.26)

En este estudio, se utilizaran las Ecs.((4.24),(4.26)) para poder encontar los valores requeridos a lo
largo del tiempo.
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Chapter 5

DIAGONALIZACION DE LA MATRIZ DE
MASAS

El objetivo principal de este capitulo es el de estudiar diferentes métodos de diagonalizacién, lo que
constituye una gran ayuda para resolver problemas dinamicos.

Se empezard por citar ciertas caracteristicas y propiedades de este tipo de matrices, las cuales
serviran para entender la importancia de la diagonalizaciéon de matrices.

En la secciones posteriores se estudian los métodos de aglutinamiento. Se analiza a la concentracién
de masas y a los procesos de suma de filas, suma de filas modificado, valor diagonal y diagonalizacién
HRZ.

Mas adelante, se da un ejemplo de calculo para encontrar una matriz diagonal a partir de la matriz
de masas de Euler-Bernoulli, lo que serad de ayuda para los analisis posteriores.

Finalmente se presenta el cédigo del programa LEQUI PPD con el cual se puede resolver problemas
de poérticos planos dindmicos.

5.1 GENERALIDADES

El aglutinamiento (lumping) de la matriz de masas tiene la finalidad de transformar dicha matriz
en una diagonal. Esto se lo hace para facilitar el trabajo numérico y para reducir los tiempos
computacionales necesarios para la resolucién del problema.

Los procesos de aglutinamiento casi en su totalidad son heuristicos. Para aproximaciones discretas,
existen muchas maneras de construir una matriz de masas, algunas de las cuales, se estudiaran mas
adelante.

La diagonalizacion se logra creando una nueva matriz a partir de la matriz de masas original, en
la cual los elementos que no estan en la diagonal principal tienen un valor igual a cero. Aunque
claramente esto mejora el tiempo de ejecucion de los programas, puede existir una disminuciéon de
la calidad de los resultados que se obtienen.

Este proceso puede realizarse de dos maneras: En una primera forma se puede utilizar un
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aglutinamiento directo, aplicando el método de la concentracién de masas. Otra manera de obtener

este tipo de matriz es utilizar métodos heuristicos para diagonalizar la matriz consistente de masas.

Entre los métodos existentes para este fin se pueden citar el método de la suma de filas, suma de
filas modificado, valor diagonal y diagonalizacion HRZ (HRZ lumping), entre otros.

5.2 METODOS DE AGLUTINAMIENTO

Existen distintos métodos para diagonalizar la matriz de masas. Por una parte podemos citar los
métodos que se realizan empiricamente en base al modelo estructural. En estos lo que se hace es
asignar la masa en puntos especificos de la estructura razonablemente escojidos, en donde pareceria
se concentra la masa del todo el sistema, o de partes de él.

El método concentracién de masas pertenece a este tipo de diagonalizacién. Otro tipo de métodos
de aglutinamiento en cambio, mediante procediminetos en su mayoria empiricos, diagonalizan la
matriz consistente de masas del sistema. Los métodos valor diagonal, suma de filas, suma de filas
modificado y HRZ lumping pertencen a esta clase.

A continuacién se presentan los métodos de diagonalizacion que forman parte de este estudio.

5.2.1 Concentracion de masas

Para este método, es necesario suponer que la masa de la estructura esta concentrada en puntos
previamente elegidos, las cuales poseeran las mismas caracteristicas y simularan los efectos inerciales
de la estructura. Estos valores de las masas se colocaran directamente en la diagonal principal de la
matriz, como se indica en la Ec.(5.1).

m; 0 -+ 0
m=| 0 ™ (5.1)
0 --- m,

Cada una de estas masas representara un grado de libertad de la estructura, asi por ejemplo, la
Figura 5.2.1 representa una estructura con un grado de libertad, mientras que la Figura 5.2.2 tiene
tres grados de libertad.

Para encontrar las matrices de una estructura discretizada en n elementos finitos, es necesario
primero analizar la matriz en un elemento de dos nodos (ver Figura 5.2.3).
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m3 ma3
Ks Ks Ks
2 2
I VA A - @,,
K2 Kz
2 2 K2
% % K m m1
Ki1 K1
2 2 Ki
Figure 5.2.1: Un grado de liberatd Figure 5.2.2: Tres grados de libertad
= Seccion
m=pAL Transversal
—— ————»X
1/2# %m P
L Area: A
Inercia: |
Figure 5.2.3: Discretizacion de la masa de un elemento finito
La matriz diagonal de masas (Mp) de un elemento sometido a carga axial, tal como el de la Figura
5.2.3 queda expresada de la siguiente manera:
1 10
Mp = =pAL 5.2
p=goat| g | 52)
Ahora, para encontrar la matriz diagonal de Euler- Bernoulli es necesario tomar en cuenta la masa
rotacional (ver Figura 5.2.4).
Seccion
m=pAL Transversal
apAl3 apAl3
R e —————————Y— » X
Yam Yom
L Area: A
Inercia: |
Figure 5.2.4: Masa rotacional del elemento finito
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Para tomar en cuanta esta variacién se emplean ciertos parametros denominados «, obteniendo la
siguiente matriz:

0 0 0
0 al? 0 0
Mp = pAL (5.3)
0o 0 5 0
0 0 0 al?

En donde el valor de « se encuentra en el rango de (0; %] No se toma el valor de 0 ya que de lo

contrario, la matriz se transformaria en una matriz singular [9].

Si se quiere juntar la matriz de masas bajo efecto axial y flexién, esta seria:

0 0 00 O
02 0 00 0
00 al? 0 0 0
Mp =pAL| o 4 Lo o (5.4)
00 0 03 0
(00 0 00 al?|

Para las pruebas numéricas del Capitulo 7, se tomaraa el valor de o = 1/50.

5.2.2 Suma de filas

En esta técnica, se suman los elementos de cada fila de la matriz y se colocan en la diagonal
correspondiente. Los elementos que no se encuentren en la diagonal principal se hacen cero después
de haber realizado la suma [4]. Esto se puede escribir como:

0 si i

D _
j=1

Donde, Mg y M;; es el elemento de la fila i y la columna j de la matriz de masas diagonalizada y
de la matriz original respectivamente.

5.2.3 Suma de filas modificado

Este método es similar al de suma de filas pero introduciendo una variante al momento de realizar
las sumas. En esta técnica, se suman los valores absolutos de los elementos de cada fila de la matriz
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de masas y se colocan en la diagonal respectiva. Los elementos que no se encuentren en la diagonal
principal se hacen cero después de haber realizado la suma [4]. Esto se puede escribir como:

0 i i
D _ n
Mi={ Myl si i=j (56)
j=1

Donde, Mg y M;; es el elemento de la fila i y la columna j de la matriz de masas diagonalizada y
de la matriz original respectivamente.

5.2.4 Valor diagonal
Otra técnica que se propone, es simplemente conservar los elementos de la diagonal principal de la

matriz de masas sin haber realizado ninguna modificacién y posteriormente igualar a cero el resto
de elementos. La matriz de masas diagonalizada utilizando esta técnica, se puede expresar como:

b [ 0 si i)
MU_{MU si i=] (5.7)

5.2.5 Diagonalizacion HRZ (HRZ lumping)

Este método es utilizado principalmente para matrices de masas. El procedimiento a seguir es:

1. Tomar los valores de la diagonal principal y separarlos de acuerdo a su contribucién a la
traslaciéon o rotacion.

2. Sumar solamente los valores que contribuyen a la translacion.

i

S — Z Mtras
=1

3. Dividir cada uno de los valores de la diagonal para el valor S encontrado en el paso anterior y
dar el valor de cero a los demas elementos de la matriz

0 si 1 ]
Mgz{M” ‘ #]}

- sl 1=

El procedimiento seguido para este método se lo encuentra en la referencia [9].
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5.2.6 Ejemplo

Diagonalizar la matriz consistente de masas de Euler Bernoulli.

indicados en el presente capitulo.

156  22L 54 —13L
. PAL| 22L 4L* 13L —3L?
CT 400 | 54 13L 156 —22L
—13L —3L% —22L 4I?

Tomando el valor de [=1.

1. Suma de filas

My = 156+ 22+ 54+ (—13) =219
My = 224+4+13+(-3) =36

Mss = 54+ 13+ 156 + (—22) = 201
My, = —134(-3)+(-22)+4=-34

La matriz diagonalizada es:

219 0 0 0
. pA| 0 36 0 0
CT 420 0 0 201 0

0 0 0 —34

2. Suma de filas modificado

My = 156422+ 544 | — 13| =245
My = 22444134 |—3| =42

Mz = 54+ 134156+ | — 22| = 245
My = |=13]4+|=3|+]|—22[+4=42

La matriz diagonalizada es:

245 0 0 0
CpA| 0 42 0 0
T 420 0 0 245 0
0 0 0 42

Mc

3. Valor diagonal

My, = 156
My = 4
Mss = 156
Myy 4

Se utilizardn 4 de los métodos

(5.8)

(5.10)
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La matriz diagonalizada es:

_prA

5

0

Me, — 11

C7 40| 0 (5.11)
0

—_
D
- o O O

4. Diagonalizacion HRZ

(a) Traslacién:
= M = 156
= Mj3 = 156
Rotacion:
= My, = 412
= My =412

(b)
S = 156 + 156 = 312

()
156 1

312 2

4 1

M = _—

22 312 78
156 1

312 2

4 1

M = _—

4 312 78

La matriz diagonalizada es:

e _ PA

- 12

o O O
o oo
o O O
J~o o o

Si se analiza la matriz (5.12), se puede observar que es similar a la Ec.(5.3) obtenida por
1

diagonalizacion directa, tomando como valor de o = =

5.3 PROGRAMA LEQUI PPD
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5.3.1 Descripciéon general del programa

El programa LEQUI PPD presentado en esta seccion sirve para analizar un pértico plano sometido
a la accién de una carga dindmica. Para la implementacion del programa se utilizaron dos métodos
fundamentales los cuales son: el método de los elementos finitos, y método de las diferencias
centrales para resolver el problema dinamico.

Para la parte de la diagonalizacién de matrices, se realizd la programacién de los procedimientos,
concentracion de masas, valor diagonal, HRZ lumping, suma de filas modificado y suma de filas.

El cédigo presentado en este capitulo, fue desarrollado tomando como base al programa para
problemas estaticos LEQUI PPE, explicado en el Capitulo 3. Para la codificacién del programa
LEQUI PPD, se utilizé el lenguaje de programacién de Matlab, trabajando conjuntamente con Excel
para el ingreso de datos.

Los resultados que son posibles encontrar con este programa son: deformaciones maximas de toda
la estructura en cada instante de tiempo, velocidades, aceleraciones y respuestas en cada nodo, asi
como los valores maximos de estos mismos parametros.

Para empezar a utilizar este programa es necesario realizar la entrada de datos, los cuales se cargan
previamente en Excel.

Posteriormente, el programa se encarga de ensamblar el sistema global, partiendo de la matriz
elemental de rigidez y masas de Euler- Bernoulli. Luego utiliza el método de las diferencias centrales
para resolver el problema dinamico.

Las graficas que se obtienen al utilizar LEQUI PPD son: defromaciones maximas vs tiempo,
velocidades vs tiempo, aceleraciones vs tiempo, respueta vs tiempo y desplazamiento vs respuesta,
todas estas de el nodo de maxima deformacion(puede ser de cualquie nodo). Ademas de estas
graficas, se incluye también una simulacién de la deformacién de la estructura a lo largo del tiempo.

Los resultado de este programa, fueron comprobados con los obtenidos al utilizar SAP2000. Los
errores que se obtuvieron son menores al 1% en cuanto a los desplazamientos maximos.

5.3.2 Ingreso de datos iniciales

Para el manejo de los datos de entrada del problema, el programa utiliza cinco archivos de
Excel, los cudles deben ser cargados previo a su utilizacion. Los archivos Coordenadas.xls,

IngresoRestricciones.xls y disposiciénelementos.xls, son iguales a los expuestos en la seccién 3.6.2.

Las dos Unicas diferencias que se dan en el archivo IngresoDatos.xlIs son: la introduccién de la carga
debe ser debe ser puntual, y por otra parte, es necesario el ingreso de la masa por unidad de volumen,
lo cual se hace en la columna K del archivo.

El tnico archivo diferente al del programa estatico es Datosdinamicos.xls. En este se debera ingresar:
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= Tiempo total de analisis del sistema.
» Paso de tiempo para el anilisis.
» Tiempo de aplicacién de la carga dindmica.
» Método de Aglutinamiento de la matriz de masas
Para el ingreso de estos datos se deberan seguir las instrucciones indicadas en dicho archivo.
5.3.3 Cédigo programa LEQUI PPD
Rutina principal
global AE I L K PFMMH MC
S P (7 kkokok ok ok ok ok ok ok ok o o o o K K K KK KK KKK K oK oK oK oK ok ok o o o o K K K K KKK KKK KKK K K K oK ok ok ok kR R R R KRRk k)
disp (’ PROGRAMA LEQUI PPD")
disp( )
% leer los archivos desde Ecxel
datos=xlsread ('IngresoDatos ")
coordenadas=xlIsread (' Coordenadas ')
restriccionesnodos=xlsread ('IngresoRestricciones ")
disposicionelementos=xlsread ('disposicionelementos ")
datosdinamicos=xIsread (' Datosdinamicos ')
[e,el]=size(datos);
format short
% Disposicién de elementos
[Tlocales ,de, maxdispelem ,dispL , dispangulo]=dispelementos(disposicionelementos ,coordenadas);
% Dibujo del pértico
plot (coordenadas(:,2) ,coordenadas(:,3), rx—")
title ('Pértico Plano: ubicacién de los elemetos finitos utilizados ")
xlabel ('X Longitud en centimetros ')
ylabel ('Y Longitud en centimetros ')
grid
%———————Encerar la matriz final de rigidez y de fuerzas
ceros=3x%(e+1);
K=zeros(ceros);
PF=zeros(ceros ,1);
AcumuladorL=zeros(e,1);
%—————————Para la parte dinamica, encerar matriz de masas
M=zeros(ceros);
MH=zeros (ceros);
MC=zeros (ceros);
% OBTENCION Y ENSAMBLAJE DE MATrICES
for i=1l:e
% Ingreso de datos
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[Angulo ,E,q0,p0,A,I,L, nodoinicial ,nodofinal ,densidad ,desl]=IngDatos(datos, coordenadas,i,
datosdinamicos);
% Matriz de rigidez base(de un elemento)
[Kbase]= MATRIZrigidez(l ,E,L,A);
% Matriz de masas base(de un elemento)
[Mbase]= MATRIZmasas(densidad ,L,A);
% Matriz de fuerzas base
[Pbase]= Mfuerzasbase(q0,p0,L);
% HRZ lumping y concentracion de masas
[MHbase]=HRZ(Mbase, densidad ,A,L);
[MCbase]=ConcentracionM (densidad ,A,L);
% Matriz de transformacién
[T]l= EjesGlobales(Angulo);
% Cambio de Coordenadas
[KbaseF , PbaseF , MbaseF , MHbaseF , MCbaseF]=CambioCoordenadas(Kbase , T, Pbase , Mbase , MHbase , MCbase
)
% Ensamblaje de matrices
[K,M,MH,MC]=Ensamblaje (KbaseF , MbaseF , MHbaseF , MCbaseF , i , nodoinicial , nodofinal);
% Ensamblaje matriz de fuerzas
[PF]= MATRIZfuerzas(PbaseF, nodoinicial , nodofinal);
i=i+1;
end
% Diagonalizacién de la matriz de masas
s=size (M, 1) ;
MA=zeros(s,1);
[MA]=lumping (M,s ,MH,MC, desl);
% Ingreso de Restricciones
[Restric ,nr, prestricD] =MRestricciones(ceros,restriccionesnodos);
%———Reasignacién de la carga para que luego no exista conflictos
PFD=PF;
% PARTE DINAMICA
[VOacumulador,VeOacumulador , Aceacumulador , Resacumulador , tiempoMaxDX]=Dinamica (PFD,MA, K, ceros ,e
,prestricD ,dispL , coordenadas ,datosdinamicos);
% Paramentros maximos
tiempoMaxDX;
DesplazamientosMaxXD=VO0acumulador (: , tiempoMaxDX) ;
Desplazamientos=DesplazamientosMaxXD ;
%————Divisién de desplazamientos sugin su eje de movimiento
for i=0:(e)
DesplazamientosX (i+1,1)=Desplazamientos ((3*i)+1,1);
José Antonio Lebn Torres 63

Pablo David Quinde Martinez



112
113
114
115
116
117
118
119

120
121
122
123
124
125
126
127
128

e
Universidad de Cuenca N
DesplazamientosY (i+1,1)=Desplazamientos ((3%i)+2,1);
end
%Para dividir los desplazamientos y realizar los gréaficos correspondientes
%——a los méaximos deformaciones de todos los elementos estructurales.————
[DesplazamientoslLocales ,DesplazamientoX , DesplazamientoY]=DesplazamientosFuerzaselemento (e,
Tlocales ,Desplazamientos ,de, disposicionelementos , DesplazamientosX , DesplazamientosY ,dispL ,
coordenadas , maxdispelem);
%——————Encontrar los valores maximos de las deformaciones
maxdeformacionesAXIAL (1,1 ,:)=max(DesplazamientoX);
maxdeformacionesAXIAL (1,2 ,:)=min(DesplazamientoX);
maxdeformacionesFLEXION (1,1 ,:)=max(DesplazamientoY);
maxdeformacionesFLEXION (1,2 ,:)=min(DesplazamientoY);
maxdeformacionesAXIAL
maxdeformacionesFLEXION
Subrutinas
En esta seccién se presentaran las subrutinas del programa LEQUI PPD. Se debe recalcar que solo
se mostrara el cédigo de las subrutinas diferentes a las del Capitulo 3.
» Subrutina MATRIZmasas
1
2 function [Mbase]= MATRIZmasas(densidad ,L,A)
3
4| Ll=(L);
5| PAL=(densidad*AxL)/(420);
6 Mbase=PAL%[140,0,0,70,0,0;0,156,22%L1,0,54, —13%L1;0,22%L1,4%L1"2,0,13%L1,—3xL1
~2;70,0,0,140,0,0;0,54,13%L1,0,156, —22%L1;0,—13%L1,—3%xL1"2,0,—22xL1,4%L1"2];
7
8 end
= Subrutina Mfuerzasbase
1
2 function [Pbase]= Mfuerzasbase(q0,p0,L)
3
4 Pbase=[0;0;0;0;q0;0];
5
6 end
» Subrutina HRZ
1 function [MHbase]=HRZ(Mbase, densidad ,A,L)
2
3 Sa=Mbase(2,2)+Mbase(5,5) ;
4| S=Sa/(densidad=*AxL);
5
6 for i=1:6
7 MHbase (i, i)=diag(diag(Mbase(i,i)/S));
8 end
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» Subrutina ConcentracionM
1 function [MCbase]=ConcentracionM (densidad ,A,L)
2
3 pAL=(densidad *AxL);
4 alfa=1/50;
5| MCbase=pALx[1/2,0,0,0,0,0;0,1/2,0,0,0,0;0,0,alfa*L
~2,0,0,0;0,0,0,1/2,0,0;0,0,0,0,1/2,0;0,0,0,0,0,alfaxL"2];
6
7 end
» Subrutina CambioCoordenadas
1
2 function [KbaseF, PbaseF , MbaseF, MHbaseF, MCbaseF]=CambioCoordenadas(Kbase, T, Pbase, Mbase,
MHbase , MCbase)
3
4 KbaseF=(T'x KbasexT) ;
5 PbaseF=(T'* Pbase);
6 MbaseF=(T'* Mbasex*T) ;
7 MHbaseF=(T'* MHbasex*T) ;
8 MCbaseF=(T'* MCbasexT) ;
9
10 end
» Subrutina Ensamblaje
1
2 function [K,M,MH,MC]=Ensamblaje (KbaseF , MbaseF , MHbaseF, MCbaseF ,i, nodoinicial , nodofinal)
3
4 global K M MC MH
5 BASE=[3*nodoinicial —2,3*xnodoinicial —1,3xnodoinicial ,3*xnodofinal —2,3xnodofinal —1,3%
nodofinal];
6| K(BASE(1,:),BASE(1,:))=K(BASE(1,:),BASE(1,:))+KbaseF;
7| M(BASE(1,:) ,BASE(1,:))=M(BASE(1,:) ,BASE(1,:))+MbaseF;
8| MH(BASE(1,:) ,BASE(1,:))=MH(BASE(1,:) ,BASE(1,:))+MHbaseF;
9| MC(BASE(1,:) ,BASE(1,:))=MC(BASE(1,:) ,BASE(1,:))+MCbaseF;
10
11 end
» Subrutina lumping
1
2 function [MA]=lumping(M,s ,MH ,MC, desl)
3
4 switch (desl)
5 case (1)
6 MA=MC;
7 case(2)
8 [MA|=valordiag(M,s);
9 case(3)
10 MA=MH;
11 case (4)
12 [MA]=sumafilasModificado (M,s);
13 case (5)
14 [MA]=sumafilas (M,s)
15 case(6)
16 MA=M;
17 end
18
19 end
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» Subrutina valordiag

function [MA]=valordiag(M,s)
MA=diag (diag (M));

end

Subrutina sumafilasModificado

function [MA]J=sumafilasModificado (M,s)

for i=1:s
for j=1l:s
if i"=j
MA(i,j)=0;
else
MA(i , j)=sum(abs(M(i,:)));
end
end
end

Subrutina sumafilas

function [MA]J=sumafilas(M,s)

for i=1:s
for j=1:s
if i7=
MA(i , j)=0;
else
MA(i , j)=sum(M(i ,:));
end
end
end

Subrutina Dinamica

function [VOacumulador,VeOacumulador, Aceacumulador , Resacumulador , tiempoMaxDY]=Dinamica (PFD

,MA K, ceros ,e, prestricD ,dispL ,coordenadas ,datosdinamicos)

%——Asignacién de valores que fueron leidos en datos dindmicos, también
% cdlulo de algunos datos necesarios.

h=datosdinamicos (1,1);
htotal=datosdinamicos(2,1);
npasos=round( htotal/h);
hcarga=datosdinamicos(3,1);
V0=zeros (ceros ,2,3);

%——Para que no todos los deslazamientos ,vel ,resp y accer se guarden.————
% problema dimension de las matrices

tamanomaxmatrizacum=1000;

pasoacumuladores=floor (npasos/tamanomaxmatrizacum)+1;
%(npasos/pasoacumuladores)

numtiemposguard=floor (npasos/pasoacumuladores);

%Encerar las matrices en donde se van a acumular desplazamiento, velocidad
% aceleracion y respuesta
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23
24 VO0acumulador=zeros(ceros ,numtiemposguard);
25 VeOacumulador=zeros(ceros ,numtiemposguard);
26 Aceacumulador=zeros(ceros ,numtiemposguard) ;
27 Resacumulador=zeros(ceros ,numtiemposguard) ;
28
29 %lngresar las condiciones Iniciales en la primera columna de las matrices
30| % acumuladoras
31
32| VOacumulador(:,1)=V0(:,1,1);
33 VeOacumulador (:,1)=V0(:,1,1);
34| Aceacumulador(:,1)=V0(:,1,1);
35
36 % Encerar otros acumuladores necesarios
37
38 VeO=zeros (ceros ,1);
39 Vl=zeros(ceros , 1);
40 Vel=zeros (ceros ,1);
41 Respuesta=zeros(ceros ,1);
42 Aceleracion=zeros(ceros ,1);
43 PFDI=PFD;
44 hacum=h;
45
46 %——Para tomar el tiempo que se de demora el programa (lnicio de conteo)—
a7 controltiempol=clock;
48
49 Y% Método de diferencias centrales
50 |  INVMA=inv (MA);
51 for i=l:numtiemposguard;
52
53 for j=l:pasoacumuladores;
54
55 if hacum>hcarga
56 PFDI=zeros (ceros ,1);
57 end
58
59 VO(:,2,1)=(h"2/2)*INVMAx(PFDI-Respuesta )+V0(:,1,1)+hxVe0;
60 Vel=(2/h)*(V0(:,2,1)-V0(:,1,1))-Ve0;
61 Aceleracion=INVMAx(PFDI-Respuesta);
62
63 VO(prestricD(1,:),2,1)=0;
64 Vel(prestricD (1,:),1)=0;
65 Aceleracion(prestricD (1,:),1)=0;
66
67 Vo(:,1,1)=Vv0(:,2,1);
68 VeO=Vel;
69
70 Respuesta=(K«V0(:,1,1));
71
72 hacum=hacum-+h;
73
74 end
75 VOacumulador (:,i+1)=V0(:,2,1);
76 VeOacumulador (:, i+1)=Vel;
77 Aceacumulador (:, i+1)=Aceleracion;
78 Resacumulador (:, i+1)=Respuesta;
79 end
80
81 %——Para tomar el tiempo que se de demora el programa (Fln de conteo)
82
83 controltiempo2=clock;
84 controltiempotranscurrido=etime (controltiempo2 ,controltiempol)
85
86 %—Crear vectores que contengan los desplazamientos dindmicos en X y en Y—
87
88 DesplazamientosDX=zeros (e+1,numtiemposguard);
89 DesplazamientosDY=zeros(e+1,numtiemposguard);
90
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91 for i=l:numtiemposguard;
92 for j=0:e;
93 DesplazamientosDX (j+1,i)=VOacumulador ((3%j)+1,i);
94 DesplazamientosDY (j+1,i)=V0acumulador((3%j)+2,i);
95 end
96 end
97
98 %——Valores maximos de desplazamientos en las direcciones x y y
99
100 xmayor=max(max(DesplazamientosDX (:,:)));
101 xmenor=min(min(DesplazamientosDX (:,:)));
102 xMax=max(abs (xmayor) ,abs(xmenor))
103 ymayor=max(max(DesplazamientosDY (:,:)));
104 ymenor=min(min(DesplazamientosDY (:,:)));
105 yMax=max(abs (ymayor) ,abs(ymenor))
106
107 %——Para encontrar nudo que tiene las max deformaciones y tambien para
108 %—encontrar el tiempo o iteracion en la que se dan las max deformaciones—
109
110 %En Y
111 [numnudosDY , numtiemposDY]=size (DesplazamientosDY);
112
113 posiciontiempoymax=find (abs(DesplazamientosDY )>=yMax) ;
114 posicionnudoymax=find (abs(DesplazamientosDY ')>=yMax) ;
115
116 indicadortiempoMaxDY=posiciontiempoymax (1,1)/numnudosDY ;
117 indicadornudoMaxDY=posicionnudoymax (1,1)/numtiemposDY ;
118
119 %
120 sumarunoT =1;
121 if ((indicadortiempoMaxDY —floor (indicadortiempoMaxDY))==0)
122 sumarunoT =0;
123 end
124
125 tiempoMaxDY=floor (indicadortiempoMaxDY )+sumarunoT;
126
127 %
128 sumarunoN=1;
129 if ((indicadornudoMaxDY —floor (indicadornudoMaxDY))==0)
130 sumarunoN=0;
131 end
132
133 nudoMaxDY=floor (indicadornudoMaxDY )+sumarunoN ;
134 %
135
136 nudoMaxDY
137 TIEMPOMaxDY=tiempoMaxDY xhxpasoacumuladores;
138 %
139
140 %En X
141 [numnudosDX , numtiemposDX]=size (DesplazamientosDX);
142
143 posiciontiempoxmax=find (abs(DesplazamientosDX )>=xMax) ;
144 posicionnudoxmax=find (abs(DesplazamientosDX ')>=xMax) ;
145
146 indicadortiempoMaxDX=posiciontiempoxmax(1,1)/numnudosDX;
147 indicadornudoMaxDX=posicionnudoxmax (1,1)/numtiemposDX;
148
149 %
150 sumarunoT =1;
151 if ((indicadortiempoMaxDX—floor (indicadortiempoMaxDX))==0)
152 sumarunoT =0;
153 end
154
155 tiempoMaxDX:roor(indicadortiempoMaxDX)+sumarunoT;
156
157 %
158 sumarunoN=1;
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159 if ((indicadornudoMaxDX—floor (indicadornudoMaxDX) )==0)
160 sumarunoN=0;
161 end
162
163 nudoMaxDX=floor (indicadornudoMaxDX )+sumarunoN ;
164 %
165
166 nudoMaxDX
167 TIEMPOMaxDX=tiempoMaxDXx*h* pasoacumuladores;
168 %
169
170 %———Vectores que contienen los maximos desplazamientos en X y en Y-
171
172 DesplazamientomaximoDX=DesplazamientosDX (: , tiempoMaxDX)
173 disp (' Tiempo en el que ocurre max deformacion en X') K TIEMPOMaxDX
174 DesplazamientomaximoDY=DesplazamientosDY (: , tiempoMaxDY')
175 disp (' Tiempo en el que ocurre max deformacion en Y') K TIEMPOMaxDY
176 %
177
178 % PARA GRAFICAR
179
180 tiempoejex =0:(h*pasoacumuladores): htotal;
181
182 %EFECTO CORRESPONDIENTE A LOS DESPLAMIENTOS EN EL EJE X EN COORDENADAS
183 % GLOBALES
184
185 figure
186
187 %tiempo vs despazamiento o deformacién
188 subplot(221),plot(tiempoejex ,VOacumulador(3*xnudoMaxDX—2,:))
189 xlabel ('tiempo(seg)'),ylabel (' Desplazamiento (cm) ')
190 title ("Nudo de max deformacién en X')
191 grid
192
193 %tiempo vs velocidad
194 subplot(222),plot(tiempoejex ,VeOacumulador(3*xnudoMaxDX—2,:))
195 xlabel ('tiempo(seg)'),ylabel (' Velocidad (cm/seg)’)
196 title ("Nudo de max deformacién en X')
197 grid
198
199 %tiempo vs aceleracién
200 subplot(223),plot(tiempoejex , Aceacumulador(3*xnudoMaxDX—-2,:))
201 xlabel ('tiempo(seg)'),ylabel ('Aceleracién (cm/seg2)’)
202 title ("Nudo de max deformacién en X')
203 grid
204
205 %tiempo vs respuesta
206 subplot(224),plot(tiempoejex , Resacumulador (3*xnudoMaxDX—2,:))
207 xlabel ("tiempo(seg) '), ,ylabel (' Respuesta (Kg)')
208 title ("Nudo de max deformacién en X')
209 grid
210
211 figure
212
213 %despazamiento vs respuesta
214 plot (VOacumulador(3*nudoMaxDX —2,:),Resacumulador(3*nudoMaxDX—2,:))
215 title ('Referido al nudo de Max Deformacién en X'),xlabel(’'desplazamiento (cm) '),
ylabel (' Respuesta (Kg)')
216 grid
217
218 Y%EFECTO CORRESPONDIENTE A LOS DESPLAMIENTOS EN EL EJE Y EN COORDENADAS
219 % GLOBALES
220
221 figure
222
223 %tiempo vs despazamiento o deformacién
224 subplot(221),plot(tiempoejex ,VOacumulador(3*nudoMaxDY —1,:))
225 xlabel ('tiempo(seg)'),ylabel ('Desplazamiento (cm) ')
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226 title ("Nudo de max deformacién en Y')

227 grid

228

229 %tiempo vs velocidad

230 subplot(222),plot(tiempoejex ,VeOacumulador(3*xnudoMaxDY —1,:))

231 xlabel ('tiempo(seg)'),ylabel ('Velocidad (cm/seg)’)

232 title ("Nudo de max deformacién en Y')

233 grid

234

235 %tiempo vs aceleracién

236 subplot(223),plot(tiempoejex , Aceacumulador(3*xnudoMaxDY —1,:))

237 xlabel ('tiempo(seg) ') ,ylabel (' Aceleracién (cm/seg2)’)

238 title ("Nudo de max deformacién en Y')

239 grid

240

241 %tiempo vs respuesta

242 subplot(224),plot(tiempoejex , Resacumulador(3*xnudoMaxDY —1,:))

243 xlabel ('tiempo(seg)'),ylabel ('Respuesta (Kg)')

244 title ("Nudo de max deformacién en Y')

245 grid

246

247 figure

248 %despazamiento vs respuesta

249 plot (VOacumulador(3*nudoMaxDY —1,:),Resacumulador(3*nudoMaxDY —1,:))

250 title ('Referido al nudo de Max Deformacién en Y'), xlabel (' desplazamiento (cm) '),
ylabel ('Respuesta (Kg)')

251 grid

252

253 % PELICULA DEFORMACIONES

254

255 %EFECTO CORRESPONDIENTE A LOS DESPLAMIENTOS EN EL EJE X EN COORDENADAS

256 %GLOBALES

257

258 factorvelocidad=floor (numtiemposguard/100);

259 if (factorvelocidad==0)

260 factorvelocidad=1;

261 end

262

263 npasosvelocidad=floor (numtiemposguard/factorvelocidad);

264 PeliculaX=moviein(npasosvelocidad);

265

266 figure

267 for i=1l:npasosvelocidad;

268 plot (DesplazamientosDX (:,ixfactorvelocidad), —"");

269 title ('Simulacion Deformacién X de todos los nudos'),xlabel(’'nodos (ecm)'),ylabel
('deformacién (cm) ')

270 escalaejes=[1,(e+1),xmenor,xmayor];

271 axis(escalaejes);

272 grid;

273 PeliculaX (:,i)=getframe;

274 end

275 %

276

277 %Efecto correspondiente a los desplamientos en el eje y en coordenadas

278 %globales

279

280 factorvelocidad=floor (numtiemposguard /10);

281 if (factorvelocidad==0)

282 factorvelocidad=1;

283 end

284

285 npasosvelocidad=floor (numtiemposguard/factorvelocidad);

286 PeliculaY=moviein(npasosvelocidad);

287

288 figure

289 for i=1l:npasosvelocidad;

290 plot (DesplazamientosDY (:,ixfactorvelocidad),'g—"");
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291 title ('Simulacion Deformacién Y de todos los nudos'),xlabel(’'nodos (ecm)'),ylabel
('deformacién (cm) ')

292 escalaejes=[1,(e+1),ymenor,ymayor];

293 axis(escalaejes);

294 grid ;

295 PeliculaY (:,i)=getframe;

296 end

297 %

298

299 % Deformaciones del pértico

300

301 maxX=max(max(abs(DesplazamientosDX)));

302 maxY—max(max(abs(DesplazamlentosDY)));

303 maxlongelemento=max(abs(dispL (:,1)));

304

305 %Relacion deseada:

306 % se la puede enterder como en si 1 mide el elemento, la deformacion max va a ser

0.1,

307 %es decir la relacion entre ellas va a ser 10

308

309 relaciondeseada=10;

310 relacionproporcion=maxX/maxY;

311 relacionproporcion=1;

312 factorincrementoX=relacionproporcion*1/(relaciondeseadaxmaxX/maxlongelemento);

313 factorincrementoY=1/(relaciondeseada*maxY/maxlongelemento);

314

315 for i=1l:numtiemposguard

316 Desplazamientosgraficol (:,1,i)=DesplazamientosDX (:,i);

317 Desplazamientosgraficol (:,2,i)=DesplazamientosDY (:,i);

318 Desplazamientosgraficol (:,1,i)=factorincrementoX*Desplazamientosgraficol (:,1,i);

319 Desplazamientosgraficol (:,2,i)=factorincrementoY«xDesplazamientosgraficol (:,2,i);

320 Coordenadassolas=coordenad as( [2,3]):

321 Desplazamientosgrafico2 (:,:,i)=Coordenadassolas (:,:)+Desplazamientosgraficol (:,
)

322 end

323

324 maxdibujoX=max(max( Desplazamientosgrafico2 (:,1,:)));

325 mindibujoX=min(min( Desplazamientosgrafico2 (:,1,:)));

326 maxdibujoY=max(max( Desplazamientosgrafico2 (: ,2, )));

327 mindibujoY=min(min(Desplazamientosgrafico2 (:,2,:)))

328 ejesportico=[mindibujoX , maxdibujoX , mindibujoY, maxdibujoY];

329

330 factorvelocidad=floor (numtiemposguard /100) ;

331 if (factorvelocidad==0)

332 factorvelocidad =1;

333 end

334 npasosvelocidad=floor (numtiemposguard/factorvelocidad);

335 PeliculaXY=moviein(npasosvelocidad);

336

337 figure

338

339 for i=1l:npasosvelocidad

340

341 plot(Desplazamientosgrafico2(:,1,i*factorvelocidad),Desplazamientosgrafico2(:,2,i
xfactorvelocidad),'~—")

342 title ("Simulacién del movimiento del pértico sometido a la accién de una carga
dindmica ")

343 axis(ejesportico);

344 grid;

345 PeliculaY (:,i)=getframe;

346 end

347 end

» Subrutina DesplazamientosFuerzaselemento
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1 function [DesplazamientoslLocales ,DesplazamientoX , DesplazamientoY]=
DesplazamientosFuerzaselemento(e, Tlocales , Desplazamientos ,de, disposicionelementos ,
DesplazamientosX , DesplazamientosY , dispL , coordenadas , maxdispelem)

2

3 %———Proceso para dividir los desplazamientos referidos a cada

4| % elemento estructural

5

6 DesplazamientosDivididos=zeros (( maxdispelem+1)*3,1,de);

7

8 for i=1:de

9 for j=1l:(disposicionelementos(i,1)+1);

10 nodo=disposicionelementos (i, j+3);

11 basel=[j*x3—-2,j%x3—1,j *3];

12 basevalor=[nodo*3—2,nodo*3—1,nodo *3];

13 DesplazamientosDivididos (basel ,1,i)=DesplazamientosDivididos(basel ,1,i)+

Desplazamientos(basevalor ,1);

14 end

15 end

16

17 %Encontrar los desplazamientos ,esfuerzos axiales y de flexion de cada elemento:

18

19 for i=1:de

20 DesplazamientosLocales (:,:,i)=Tlocales(:,:,i)xDesplazamientosDivididos (:,:,i);

21 end

22

23 for j=1l:de

24 for i=0:disposicionelementos(j,1)

25 DesplazamientoX(i+1,1,j)=DesplazamientosLocales ((3xi)+1,1,j);
26 DesplazamientoY (i+1,1,j)=DesplazamientosLocales((3%i)+2,1,j);
27 GiroXY(i+1,1,j)=DesplazamientosLocales((3xi)+3,1,j);

28 end

29 end

30

31 %————Para formar vectores con los nudos que forman cada elemento
32

33 for i=1l:de

34 vectorleernudos=(1:1:disposicionelementos (i,1)+1);

35 vectorleernudosl =(4:1:44+disposicionelementos(i,1));

36 vectorleernudos2 (i, vectorleernudos (1,:))=disposicionelementos(i,vectorleernudosl(1,:));

37 end

38

39 %——————Para graficar cada uno de los resultados de cada elemento

40

41 for i=1:de

42 figure

43 title ('Elemento’) , title (i)

44 subplot(1,2,1),plot(vectorleernudos2(i,:),DesplazamientoX (:,:,i))

45 title ('Desplazamiento Axial’' ),xlabel('nodos’) ,ylabel ('deformacién (cm)’)

46 grid

47 subplot(1,2,2),plot(vectorleernudos2(i,:),DesplazamientoY (:,:,i))

48 title ('Desplazamiento Flexionante ' ),xlabel('nodos’), ylabel(’'deformacién (cm) ')

49 grid

50 end

51

52 % PARA GRAFICAR LA DEFORMACION DEL PORTICO

53

54 for j=0:1

55 for i=1l:e+1;

56 Desplazamientosgraficol (i, j+1)=Desplazamientos(i*3—2+j,1);

57 end

58 end

59

60| maxX=max(abs(DesplazamientosX));

61 maxY=max(abs(DesplazamientosY));

62 maxlongelemento=max(abs(dispL (:,1)));

63

64| %Relacion deseada:

65 % se la puede enterder como en si 1 mide el elemento, la deformacion max va a ser 0.1,
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66| %es decir la relacion entre ellas va a ser 10

67

68 relaciondeseada=10;

69 relacionproporcion=maxX/maxY;

70 relacionproporcion=1;

71

72 factorincrementoX=relacionproporcionx*1l/(relaciondeseada*maxX/maxlongelemento);
73 factorincrementoY =1/(relaciondeseada*maxY/maxlongelemento);

74

75 Desplazamientosgraficol (:,1)=factorincrementoXxDesplazamientosgraficol (:,1);
76 Desplazamientosgraficol (:,2)=factorincrementoY*Desplazamientosgraficol (:,2);
T

78 Coordenadassolas=coordenadas (:,[2,3]);

79 Desplazamientosgrafico2=Coordenadassolas+Desplazamientosgraficol;

80 figure

81 plot (Desplazamientosgrafico2(:,1) ,Desplazamientosgrafico2(:,2))

82 title ('Deformacién Maxima de la estructura’' )

83 end
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Chapter 6
ANALISIS DE ESTABILIDAD

El método de las diferencias centrales, al ser un método explicito es condicionalmente estable. Esto
quiere decir que cuando el intervalo crece mas alla de su limite (At.) la solucién no converge y el
problema se vuelve inestable.

Los incrementos del paso de tiempo, son mucho mas pequenos que los que se obtienen al utilizar
un método implicito [2]. Esta es la principal razén por la cual es necesario realizar un estudio de la
estabilidad del método, para de alguna forma limitar al intervalo de tiempo que se puede utilizar.

En el presente capitulo, se empieza por revizar el problema de autovalores generalizado, obteniendo
las expresiones necesarias para su solucién. En una seccién posterior, se analiza la estabilidad de la
ecuacion explicita de movimiento, para lo cual es necesario utilizar una descomposicién modal.

Luego, se obtienen los autovalores maximos necesarios para calcular una expresién que pueda definir

al At..

Finalmente, se encuentra el paso de tiempo critico usando las matrices elementales de rigidez y
de masas, tanto para el caso axial como para el de una estructura somentida a flexién.

Una explicacién mas detallada del problema de autovalores y estabilidad se la puede obtener revizando
las referencias [1] a [6], [10] y [8]

6.1 PROBLEMA GENERALIZADO DE AUTOVALORES Y
AUTOVECTORES

El problema planteado, consistird principalmente en analizar el problema generalizado de los
autovalores en la ecuacién semidiscreta de movimiento sin disipacién.

Ma(t) + Ku(t) = P(t) (6.1)

Donde, M es la matriz de masas, K es la matriz de rigidez, P(t) es el vector de fuerzas externas y
u(t) es el vector de desplazamientos.
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A continucién, se realizard el andlisis para la ecuacién correspondiente al problema dinamico de
vibracién libre sin amortiguamiento, la cual se puede escribir como:

Mi(t) + Ku(t) =0 (6.2)
A esta ecuacién se la conoce como sistema homogéneo, dado que la carga es igual a cero[8]. Para
resolver (6.2) se busca una solucién arménica, que se puede expresar de la forma:

u = ¢sin(wt + «a) (6.3)
Al utilizar (6.3), lo que se supone, es que la estructura pueda vibrar arménicamente con frecuencia
w, manteniendo la forma dada por ¢.
A la Ec.(6.3), desde el punto de vista de la dindmica del MAS (Movimiento Arménico Simple) se la
puede representar como:

r = Asin(wt + «) (6.4)
En donde, A es la ampplitud o maxima deformacién, w es la frecuencia ciclica y « es la fase inicial
del movimiento. Dicha ecuacién se la puede representar graficamente como en la Figura (6.1.1)

y A
Figure 6.1.1: Movimiento armoénico simple

Siendo (w t + «) la fase del MAS, y que es un angulo variable con el tiempo.
Continuando con la resolucién del problema de autovalores, derivamos dos veces (6.3), obteniendo:
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i = —w?u(t) sin(wt) (6.5)
reemplazando (6.5) y (6.3) en (6.2), llegamos a

(Ku(t) — wMu(t)) sin(wt) = 0 (6.6)

Para que exista una solucién, el valor de la frecuencia (w) deber ser diferente de cero (w##0), por
lo que la ecuacién a resolver seria:

Ko = w’M¢ (6.7)
o, de una manera mas general:

Ko = \M¢ (6.8)

En donde, A = w?

A la expresién obtenida en (6.7) se le conoce como el problema generalizado de autovalores, en el
cual se deberan determinar los valores de w y ¢, siendo estos, la frecuencia y los modos de vibracién,
respectivamente [3].

Una propiedad importante que se debe anotar de (6.7), es la ortogonalidad que existe entre los
autovectores (¢) con las matrices de rigidez y de masas[3], es decir:

¢ Mo; = 0y (6.9)
o Ko; = \idy; (6.10)

6.2 DESCOMPOSICION MODAL

El concepto de la descomposicion modal resulta de gran ayuda para el analisis dindmico de una
estructura.

Dado que, ¢p=[¢1, P2, . .., ¢,] forma una base completa, se puede escribir:
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siendo su segunda derivada
u=> i(t)e; (6.12)
i=1

En donde, u; es el desplazamiento generalizado del modo i en un sistema de n ecuaciones. Dicho
desplazamineto sera la incégnita del problema.

Sustituyendo (6.11) y (6.12) en la Ec.(6.1), se obtiene la siguiente ecuacion:

M (; di(t)@-) +K (z:; uiam) —P(t) (6.13)

Premultiplicando a (6.13) por el transpuesto de un autovector gb]T, se obtiene:

¢IM (é di(t)d)i) + oK @2 ui(t)d)i) = ¢ P(t) (6.14)

o, lo que es igual
(Zuz ¢TM¢@> (Zuz ¢>TK¢1>—¢ P(t) (6.15)

Ahora, aplicando la propiedad de ortogonalidad del problema de autovalores generalizado (ver (6.9)
y (6.10)), la Ec.(6.15) se puede escribir como:

Y ()6 + > ui(t)Aidi; = o) P(t) (6.16)
i=1 i=1
la cual representa un conjunto de ecuaciones escalares, que tienen la forma

uz<t> +Aluz<t> = pia pCLT’CLZ. = (172737"'an) (617)

En donde, p;, = ¢] P(t)

6.3 ANALISIS DE ESTABILIDAD DE LA ECUACION EXPLICITA
DE MOVIMIENTO

El analisis de estabilidad se lo desarrolla en un sistema con vibracién libre y sin amoriguamiento,
similar al de la Ec.(6.2).
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Lo que se busca es tratar de resolver el problema de los autovalores de (6.2). Para esto utiliazaremos
la técnica de descomposicién modal, estudiada en la seccién anterior.
Partiendo de (6.17), encontraremos los valores del sistema homogéneo para el n-ésimo paso,
obteniendo:
Uy + ANjtt, = 0 (6.18)
o expresado de otra manera
Uy = —AjUp (6.19)
Por otra parte, en un método explicito, se puede representar a las ecuaciones discretizadas de
desplazamiento y velocidad en el paso n+1, como:
Unpr = Up + Aty + At i, (6.20)
Upy1 = Up+ Aty (6.21)
Reemplazando (6.19) en las ecuaciones (6.20) y (6.21), se obtiene:
U1 = tn (1= AAE) + At iy, (6.22)
y la velocidad
U1 = (—AAL) uy, + 1y (6.23)
A (6.22) y (6.23) se las puede representar matricialmente como:
{ Unt1 } = A{ tn } (6.24)
Un+1 Un,
en donde
1 — AAE? At
S ad 629
Una condicién que se debe cumplir para que la soluciéon sea estable, es que los médulos de los
autovalores de A deben ser menores a 1.
Los autovalores de A pueden ser:
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1 5 1

A(A) =1 = AAP + iAt\/)\ (—4 + AAL2) (6.26)

y
1 5 1

Aa(A) = 1= MAP - §At\/)\ (—4 + AAR2) (6.27)
Se analizara la condicién de estabilidad para A;(A). La condicién que debe cumplir este valor propio
es:

—1<M(A) <1 (6.28)
Analizando los valores de frontera para \;(A), se tiene:

At = . 6.29

{ £ s M(A) =1 (6.29)

Sabiendo que At, al ser un paso de tiempo debe ser siempre mayor a cero, se puede concluir que:

At < 2 At (6.30)

N \% )\max B ‘ :
En donde, v\ ue = Winasz, Siedo esta frecuencia la mas elevada del sistema.
De la misma manera, si se analiza A\5(A) se obtienen resultados iguales.
La Ec.(6.30), representa el paso de tiempo limite que se puede utilizar para resolver un problema
dindmico, utilizando un método explicito tal como el método de las diferencias centrales.
La deduccién anterior, fue tomada de la referencia [4]
6.4 FRECUENCIA MAXIMA
El valor de la frecuencia maxima esta afectado por los errores de discretizacion, lo que hace que
su utilizacion sea de interés estrictamente numérico. La w,,,, que se utiliza en este anlisis es el
correspondiente a la discretizacion realizada, mas no al de la frecuencia natural de la estructura [2].
El problema en la obtencién de w,,,, se puede resolver generalmente de dos maneras:
» Encontrando la mayor frecuencia del sistema ensamblado.
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» Aplicando el teorema de Irons and Treharne, el cual nos dice que las frecuencias del
sistema ensamblado son menores que la frecuencia obtenida al considerar a cada elemento
individualmente [10].
Se puede tomar cualquiera de estos criterios, siempre y cuando la soluciéon no sea computacional-
mente muy costosa, y los valores obtenidos esten siempre del lado de la seguridad, de manera que
el At no sea mayor al paso critico.
Una caracteristica de este problema que puede tener incidencia en los resultados en la eleccién
del paso de tiempo critico, es que los errores en las frecuencias son mayores conforme crece su
orden.
El orden de las frecuencias esta en funcién a la discretizacion utilizada, es decir, mientras mayor es
la densidad en la discretizacién mayor es el grado de las frecuencias.
Siguiendo con el anélisis, las matrices de masas que se emplearan serdn las mismas que fueron
obtenidas en la seccién 5.2.6, para cada método de aglutinamiento.
La solucién para el problema de autovalores generalizado, tiene la forma:
IK—AM|=0 (6.31)
En donde, \ = w?.
Despejando A de (6.31), se tiene que.
K
A=w?=p32— 6.32
5 (632
o bien, expresada como
K
Vi=w= 8/~ 6.33
e (633
En donde [ es un factor que depende de las condiciones de cada problema.
Lo que se harad a continuacién, es simplemente encontar expresiones de At., reemplazando Ky M
en (6.33) por el valor de sus respectivas matrices elementales, tanto de flexién como la de efecto
axial. Esto con el fin de encontar expresiones que faciliten el analisis numérico del Capitulo 7.
6.5.1 Usando la matriz de masas y rigidez elementales con efecto axial
Dado que se ocuparan las matrices elemnetales con efecto axial, el andlisis parte de:
José Antonio Leén Torres 80

Pablo David Quinde Martinez



Universidad de Cuenca

FA| 1 -1
B[] 630
y de la matriz de masas
e 1 2 1
M; = épAL l 1 92 ] (6.35)
Ahora, encontrando el valor maximo de los autovalores, tenemos:
(%)
Amas = 2L 6.36
p pALF,, (6.36)
que es igual a
1 F1
Mgz = BFP———= 6.37

o expresando en funcién de VA, como:

M = (ﬁ F1m> (Z) (6.38)

— —
Factor 4

En donde,

E
c=4/= 6.39
; (6.39)

y representa a la velocidad de trasmicion de las ondas de elasticidad. En tanto que F},, es un factor
que depende de la matriz de masas.

Para encontar el valor del tiempo critico reemplazamos (6.38) en (6.30), obteniendo

L

At < Fy\y — = At, (6.40)
c

En donde,

2 2

4= = 6.41

M 5 1 Factory ( )

Fn
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6.5.2 Usando la matriz de masas y rigidez elementales a flexién

Partimos de las matrices elementales a flexién

12 6L -—-12 6L

. EI| - 417 —6L 2L?
K=T1s .12 —6L (6.42)
stm 4172 |
y
156 22L 54 —13L |
O pAL| o 412 13L 312
C T Ton : (6.43)
420 . 156 —22L
sim . 412

Aplicando el mismo procedimiento utilizado en el andlisis de \,,.. para el efecto axial, tenemos que:

El
2 ( L3 > b
)\max = B pALF (644)
que es igual a
b, EI
Amaz = 32— 6.45

o expresando en funcién de VA, como:

M= <Br g’;) <L62> (6.46)

Factor

En donde,

N (6.47)

A (6.47) se le conoce como radio de giro.

Siguiendo con el andlisis de estabilidad, introducimos (6.47) en (6.30), asi:

2

L
At < Fy = = At, (6.48)
C
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En donde,

2 2
Fy = = (6.49)
E Factor
Bry—

Fr,

El factor F}, depende de la matriz de rigidez elemental, siendo en este caso una valor constante de 12
para todos los autovalores. En cambio, F;,, es un factor que depende del método de diagonalizacion
empleado en las matriz de masas.

Por conveniencia de los andlisis que se realizaran en el Capitulo 7, a (6.48) se la puede expresar
como:

2 L?
At, = —
Factor c

(6.50)
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Chapter 7

EXPERIMENTOS NUMERICOS

En este capitulo se presentan los resultados de los cinco métodos estudiados para aglutinar la matriz
de masas en un pértico bidimensional sometido a una carga dindmica. Estos son:

= Concentracién de masas
= Valor Diagonal

» HRZ lumping

= Suma de Filas

= Suma de Filas Modificado

También se presentan los resultados obtenidos al utilizar la matriz consistente de masas, la misma
que no esta sometida a ninglin método de aglutinamiento.

Todos los métodos de aglutinamiento, asi como la utilizacién de la matriz consistente de masas,
estan implementados dentro del contexto de los elementos finitos. Sus principales caracteristicas se
expusieron en el Capitulo 4.

Este capitulo estd dispuesto en el siguiente orden. En la primera seccién se realiza el anélisis
de calidad de los resultados obtenidos con cada uno de los métodos de diagonalizacion. Para ello,
se propone un problema cualquiera de un pértico bidimensional sometido a la accién de una carga
dindmica. Posteriormente, se expone el estudio de los pasos de tiempo critico obtenidos.

Se incluye dentro de cada seccién, tablas con los resumen correspondientes a los métodos y
discretizaciones utilizadas, tanto para el analisis de calidad de resultados, como para el estudio
del paso de tiempo critico.

7.1 ANALISIS DE LA CALIDAD DE LOS RESULTADOS

OBTENIDOS PARA LOS DIFERENTES METODOS
IMPLEMENTADOS
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Para el estudio en esta seccidn, se empezara por presentar un problema tipo con el cual se podran
realizar todos los analisis respectivos.
7.1.1 Problema. Datos
Considérese un pértico con las siguientes caracteristicas:
» Longitud de las columnas = 3m
» Longitud de la viga = 5m
» La seccién de las columnas y la viga = 0.2x0.2m
» Material utilizado para columnas y vigas del pértico: acero
Las propiedades del material son:
» Masa por unidad de volumen igual a p = 800,3801 Kg/m?
» Peso por unidad de volumen igual a y= 7849,0476 Kg/m?
» Médulo de Young E= 2,039E+10 Kg/m?
Carga Dinamica igual a gqo = 10000 Kg durante un tiempo de 0,042 segundos. La posicion de la
carga se detalla en la Figura 7.1.1
En este problema no se considera el peso propio de la estructura.
5.00 m
q0 Seccién
N7
o2
E 0.2
S
(3p]
T, I,
Figure 7.1.1: Pértico sometido a carga dinamica
El pértico fue discretizado geométricamente en 3, 6, 12, 15, 30, 45 y 60 elementos finitos.
Para cada una de estas discretizaciones:
» Las columnas y la viga estan dividas en igual nimero de elementos finitos.
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» El tamafio de los elementos que conforman las columnas es el mismo. La viga esta divida
también en elementos del mismo tamano. Al ser distinta la longitud del las columnas y la
viga, el tamaio de los elementos de la viga es diferente al de las columnas.

El estudio de los procedimientos de aglutinamiento, asi como la utilizacion de la matriz consistente
de masas, fueron realizados para cada una de las distintas discretizaciones geométricas.

El anélisis se hace durante un tiempo = 0,042 seg. Este tiempo es el mismo durante el cual
estd aplicada la carga. La explicacion de la eleccién de este tiempo de analisis se la darda mas
adelante.

En todas las discretizaciones, las condiciones iniciales de desplazamiento y velocidad son igual a
cero, es decir u(0)=0.

Es indispensable mencionar que a la estructura se la considera elastica.

7.1.2 Analisis del tiempo de aplicacion de la carga dinamica

En el andlisis de este problema es importante realizar un pequeno estudio del tiempo durante el cual
se va a aplicar una carga determinada. Este tiempo estara directamente relacionado con la precision
de los resultados, asi como con los tiempos computacionales empleados en el estudio. Existe un
tiempo de aplicacién de carga tal que se alcanza la maxima deformacién del pértico. Por tanto,
desde un punto de vista practico en este problema, si se elige un tiempo mas pequeio a este, se
ve afectada la precisién ya que no se alcanzara la maxima deformacion. Si se elige un tiempo mas
largo, esto se traduce en innecesarios costos computacionales. Por lo que se puede decir que en
un problema practico, de naturaleza similar a la del problema planteado en este capitulo, no es tan
conveniente regirse ciegamente al tiempo de aplicacién de la carga dindmica, sino mas bien utilizar
aquel con el cual se produzcan los maximos desplazamientos. Este tipo de consideraciones se ve
reflejada también en el programa SAP2000.

Cuando se aplica una carga dinamica a una estructura, ésta sufre necesariamente una deformacion.

El grado de deformacion dependera de las caracteristicas geométricas y mecanicas de la estructura,
asi como también del tiempo durante el cual se aplicé la carga. En la Figura 7.1.2 se muestra una
viga empotrada sometida a la accién de una carga P(t). En esta se puede apreciar que si el tiempo
de aplicacion de la carga es muy corto, la estructura no llegara a su maxima deformacién. La linea
de color azul corresponde a este fendmeno. La linea de color rojo, corresponde a la deformacién
maxima que puede sufrir la viga. Es importante entonces que para un estudio dindmico de este tipo,
el tiempo de aplicacién de la carga sea lo suficientemente grande para que la estructura alcance su
méaxima deformacion.
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P(t)

dmax

Figure 7.1.2: Deformaciéon de una viga empotrada sometida a la acciéon de una carga
dinamica P(t)

En la Figura 7.1.3 se presentan dos graficas. La primera de ellas corresponde a la deformacion de
una estructura con respecto al tiempo, en la que se ha aplicado una carga durante un tiempo lo
suficientemente largo para que esta alcance su maxima deformacién, luego del cual se retira la carga
y el sistema empieza a oscilar elasticamente. En la segunda grafica de esta figura, se esquematiza
la deformacién de la estructura sometida a la accién de la misma carga, durante un tiempo mucho
mayor al necesario para alcanzar la deformaciéon maxima. En ambos casos, la estructura alcanza la
deformacién maxima. Con esto se puede llegar a entender, que por mas que el tiempo de aplicacién
de la carga se incremente, la deformacién maxima siempre serd la misma. Esto solo se da porque se
considera a la estructura completamente elastica. Por tanto, este fenébmeno nos servira para poder
encontrar el tiempo de carga necesario para que se produzca la deformacién maxima de la estructura.

Con estas consideraciones, se puede concluir que en el problema estudiado, resulta completamente
innecesario someter a la estructura a tiempos de carga mayores a los necesarios para conseguir la
maxima deformacion, ya que esto se traduciria en tiempo computacional perdido.

Por dltimo, se debe expresar que el tiempo de aplicacion de la carga es distinto al tiempo de
analisis del fenédmeno. En este problema, para evitar confusiones, se implementé que el tiempo de
carga sea el mismo que el tiempo de andlisis del fenémeno, esto con el fin de asegurarnos que el
punto maximo de la curva deformacidn-tiempo, sea verdaderamente la deformacién maxima de la
estructura. Existen casos en que el tiempo de aplicacién de la carga dindmica no es el necesario para
que la estructura alcance la maxima deformacion, y si el tiempo de anélisis del fenémeno es superior
al de aplicacién de la carga, la grafica deformacién-tiempo que se produciria tendria la misma forma
que la primera grafica de Figura 7.1.3, pero el valor mdximo en esta curva no corresponderia a la
deformacién maxima que puede tener la estructura.
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Figure 7.1.3: Curvas deformacion tiempo.
7.1.3 Resultados obtenidos
Resulta interesante analizar y ver los resultados del problema de un pértico sometido a la accién
de una carga dindmica, obtenidos al aplicar los diferentes métodos numéricos implementados en
este estudio. Se espera que los resultados obtenidos tengan una precision aceptable en relacién a
los resultados obtenidos con el programa SAP2000. Se espera también que las diferencias entre
métodos varie muy poco.
Se debe advertir que no se hara referencia a los resultados obtenidos con el método de sumas
de filas. La razén se debe a que en la experimentacién numérica, por mas que se disminuyd el paso
de tiempo el método no se estabiliza, con lo cual es imposible obtener resultados. De antemano, se
puede decir que entre los métodos de aglutinamiento estudiados para este problema, este es el peor,
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al punto que ni siquiera llega a estabilizarse. En adelante no se hara referencia al método suma de

filas. Todas las comparaciones y estudios se haran en relaciones a los demas métodos mencionados.

7.1.4 Analisis

El analisis de la calidad de resultados se lo realiza para cada uno de los procesos de aglutinamiento,
asi como para el caso en el que se aplica la matriz consistente de masas. El estudio se lleva a cabo
también para cada una de las discretizaciones utilizadas.

El desarrollo del apartado se divide en dos partes:

» En una primera parte, se ve en detalle el andlisis de |la calidad de resultados para el caso en el
que se divide al pértico en 15 elementos finitos.

= En un segundo punto, se resume el analisis de todos los demas casos de discretizacién
propuestos.

Andlisis de la calidad de resultados obtenidos en un pértico dividido en 15 elementos
finitos.

En esta parte del andlisis, se estudian las deformaciones del pértico obtenidas al aplicar la carga
dindmica de 10000 Kg durante un tiempo de 0,042 segundos. En este tiempo, el pértico ha alcanzado
ya su deformacién mas grande. La atencidn en este punto se centra en la comparacién de las maximas
deformaciones. Se utilizan los resultados obtenidos con el programa SAP2000 como patrén de
comparacién para evaluar la precisiéon y calidad de cada uno de los métodos propuestos.

Se debe mencionar que en el pértico, las deformaciones axiales, tanto de las columnas como de
la viga son relativamente muy pequeiias en comparacién con las deformaciones de flexion. Este es
el motivo para que el andlisis sea hecho solo referente al efecto de flexion.

Con estas consideraciones, a continucién se presentan las graficas que contienen las deformaciones
de la viga y de las columnas referentes a cada uno de los métodos estudiados.
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Figure 7.1.4: Maximos desplazamientos por flexién en los elementos del pértico,
utilizando el método de concentracion de masas
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Figure 7.1.5: Maximos desplazamientos por flexién en los elementos del pértico,
utilizando el método valor diagonal
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Figure 7.1.7: Maximos desplazamientos por flexién en los elementos del pértico,
utilizando el método suma de filas modificado, con tiempo constante de carga de 0,042
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Figure 7.1.9: Maximos desplazamientos por flexién en los elementos del pértico,
utilizando el método suma de filas modificado, con un tiempo de carga de 0,064

En la Figura 7.1.4 se muestran los graficos del desplazamiento por flexiéon obtenidos utilizando el
método de concentracién de masas. En las Figuras 7.1.5, 7.1.6 y 7.1.7 se observan los resultados
de los métodos valor diagonal, HRZ lumping y suma de filas modificado respectivamente. Por
altimo, en la Figura 7.1.8 estan expuestos los valores conseguidos al utilizar la matriz consistente de
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masas. Todos ellos comparados con los resultados obtenidos con el programa SAP2000. Como se
detalla en el cuadro de simbologia de todos los graficos, la linea continua de color azul representa
las deformaciones obtenidas con el programa SAP2000, mientras que la linea roja entrecortada, las
deformaciones obtenidas con el método respectivo.

Es importante mencionar que los valores de deformacién expuestos en cada grafica, son los maximos
encontrados en la experimentacion numérica para cada uno de los métodos. Con estos resultados
se pueden efectuar algunos analisis.

Realizando una evaluacién visual rapida de las figuras, puede observarse claramente que ninguno de
los métodos llega al valor exacto de la solucién dada por SAP2000. Es visible también que en las
columnas el lugar en donde existe la mayor inexactitud de resultados es en la parte superior, siendo
también este punto en donde se dan las maximas deformaciones.

Con el objeto de un analisis mas riguroso, se presenta la Tabla 7.1.1 con un resumen de los valores
de las maximas deformaciones obtenidas con cada método. También se detalla el porcentaje de error
de estos en relacién con el valor exacto obtenido con SAP2000. Es importante anotar que el tiempo
en el que cada método alcanza su maxima deformacion no es el mismo, esto se puede apreciar en
la Gltima columna de dicha tabla.

Un aspecto que Illama la atencién a primera vista, tanto graficamente como en la Tabla 7.1.1,
es el hecho de la inexactitud de los resultados cuando se usa la matriz consistente de masas y
el método sumas de filas modificado. Hablando en relacién a la matriz consistente de masas, se
debe anotar, que el error de precision producido se debe al uso mismo de esta matriz en problemas
similares al estudiado. En cuanto al método de sumas modificado, el error producido tiene como
causa, que el tiempo de aplicacién de la carga dindmica no es suficiente para que el pértico alcance
su maxima deformacién. Esto puede verificarse en la Tabla 7.1.1, observando que el tiempo en el
que se da la maxima deformacién es el mismo que el de aplicacién de la carga.

Para obtener las deformaciones maximas utilizando el método suma de filas modificado, es necesario
incrementar el tiempo de aplicacién de la carga en minimo 53%. Por tanto, el tiempo serd t = 0,064
segundos. La Figura 7.1.9 contiene los resultados de lo expuesto anteriormente. La deformacién
méaxima obtenida con este cambio es 1,3682 cm, cuyo error es de 1,16%.

Se debe tomar en cuenta que para encontrar la maxima deformacién con la técnica suma de filas
modificado, fue necesario alterar las condiciones iniciales del problema, pues si estds se mantienen,
el error en los valores es considerablemente alto. Las razones por las cuales se decidié alterar este
dato se explicaron en el apartado 7.1.2.

Haciendo referencia estrictamente a la precisién de los métodos, sin tomar en cuenta a la carga
como un parametro necesariamente fijo, podemos decir que todos los métodos de diagonalizacion

arrojan resultados con una calidad aceptable. La precisién se encuentra al grado del milimetro.

Refiriéndonos al uso de la matriz consistente de masas, podemos decir que los resultados obtenidos
son de mala calidad.

José Antonio Ledén Torres
Pablo David Quinde Martinez

96



Universidad de Cuenca

Método de Deformaciéon max. Tiempo de
. . . %Error .,

aglutinamiento Flexion (cm) max. deformacién
Concentraciéon de masas 1,37E+04 0.92% 0.0384
Valor diagonal 1,37TE+404 1.00% 0.0317
HRZ lumping 1,37E4-04 1.03% 0.0368
Suma de filas modificado 1,056 E+04 24.18% 0.042
Matriz consistente 1,14E+04 17.87% 0.0346
| SAP2000 \ 1,38E+04 | Valor exacto | 0.055

Tabla 7.1.1: Resumen de las maximas deformaciones segiin el método de aglutinamiento
escogido

Realizando un breve anélisis de las deformaciones maximas de la viga del pértico con los métodos
concentracion de masas, valor diagonal, HRZ lumping y suma de filas modificado (con el tiempo de

carga t=0,064 segundos), los resultados se obtuvieron con una precisién de una décima de milimetro.

El valor de la deformacién maxima encontrada utilizando SAP2000 fue de 0,1733 cm. De una forma
similar que en las deformaciones por flexién de las columnas, la aplicacién de la matriz consistente
de masas arroja resultados de una calidad de precisién baja.

Resumen del analisis de la calidad de los resultados para las diferentes discretizaciones
realizadas

A continuacion se presenta un resumen de los valores de las deformaciones maximas, de todas las
discretizaciones realizadas para cada uno de los métodos de aglutinamiento estudiados.

En las Tablas (7.1.2 a 7.1.5), se pude notar que los valores que alcanzan las deformaciones méaximas
para cada discretizacién usada son muy similares. Refiriéndonos al porcentaje de error, podemos
decir que son estadisticamente iguales. Se puede concluir por tanto, que la precisién de los métodos
de aglutinamiento concentracién de masas, valor diagonal, HRZ lumping, y suma de filas modificado
(con el un incremento del tiempo, en donde t=0,064) son igualmente precisos sin importar el nimero
de elementos finitos que se usen.

La Tabla 7.1.6 hace referencia al método suma de filas modificado con el tiempo de carga igual
a 0,042. Se puede observar que el error es mayor cuanto menor es la densidad de discretizacion,
esto debido a que cuando se utilizan pocos elementos para este problema, el método de suma de
filas modificado necesita de un tiempo mayor de carga para llegar a la deformacién maxima. Este

acontecimiento se estudié ya en la seccién anterior para una discretizacién de 15 elementos finitos.

También, y en base a los datos de esta misma tabla, se puede asegurar que en el método de sumas
de fila modificado, conforme disminuye la longitud de los elementos en la discretizacion, el tiempo
de carga tiende a ser el mismo que el utilizado para los demas métodos, y por consecuencia la
deformacién maxima se va aproximando cada vez mas a la real de la estructura.
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N de Elementos | Deformacién Max.
. s % Error
Finitos Flexion (cm)
3 1,3701 1,02%
6 1,3722 0,87%
9 1,3703 1,00%
12 0,1687 0,91%
15 1,3715 0,92%
30 1,3684 1,14%
45 1,3686 1,13%
60 1,364 1,14%
| SAP2000 | 1,3842 \ |

Tabla 7.1.2: Deformaciones maximas de todas las discretizaciones realizadas, utilizando
el método concentracion de masas.

N de Elementos | Deformaciéon Max.
o . % Error
Finitos Flexion (cm)
3 1,3706 0,98%
6 1,3689 1,11%
9 1,3684 1,14%
12 1,3708 0,97%
15 1,3703 1,00%
30 1,3678 1,18%
45 1,368 1,17%
60 1,368 1,17%
| SAP2000 \ 1,3842 \ |

Tabla 7.1.3: Deformaciones maximas de todas las discretizaciones realizadas, utilizando
el método valor diagonal.
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N de Elementos | Deformacién Max.
. s % Error
Finitos Flexion (cm)
3 1,3721 0,87%
6 1,3663 1,29%
9 1,3691 1,09%
12 1,3712 0,94%
15 1,3699 1,03%
30 1,368 1,17%
45 1,3679 1,18%
60 1,368 1,17%
| SAP2000 | 1,3842 \ |

Tabla 7.1.4: Deformaciones maximas de todas las discretizaciones realizadas, utilizando
el método HRZ lumping.

N de Elementos | Deformaciéon Max.
o . % Error
Finitos Flexion (cm)
3 1,3746 0,69%
6 1,3678 1,18%
9 1,3663 1,29%
12 1,3689 1,11%
15 1,3682 1,16%
30 1,3769 0,53%
45 1,3672 1,23%
60 1,3664 1,29%
| SAP2000 \ 1,3842 \ |

Tabla 7.1.5: Deformaciones maximas de todas las discretizaciones realizadas, utilizando
el método suma de filas modificado, con el tiempo de carga de 0,064 segundos.
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N de Elementos | Deformacién Max.
. s % Error
Finitos Flexion (cm)

3 0,1662 87,99%
6 0,4892 64,66%
9 0,7412 46,45%
12 0,9188 33,62%
15 1,049 24,22%
30 1,2867 7,04%
45 1,3453 2,81%
60 1,3619 1,61%

| SAP2000 | 1,3842 \ |

Tabla 7.1.6: Deformaciones maximas de todas las discretizaciones realizadas, utilizando
el método suma de filas modificado, con el tiempo de carga constante de 0,042.

Al utilizar la matriz consistente de masas, como se observa en la Tabla 7.1.7, los resultados que
se consiguen estan alejados de los reales, produciendo errores que llegan inclusive a mas de 60%
con respecto a la deformacién de comparaciéon obtenida con SAP2000. A medida que aumenta el
nimero de elementos finitos usados para la discretizacién, la precision de los resultados al utilizar la
matriz consistente mejora sustancialmente, sin embargo como se vera mas adelante en los andlisis
de los resiimenes de estabilidad, este aumento en la discretizacién genera problemas en cuanto al
desempeio del método. Al analizar este problema utilizando la matriz consistente de masas con un
numero suficiente de elementos finitos, se podria llegar a un valor del desplazamiento similar a los
obtenidos al utilizar los métodos de diagonalizacién, no obstante, el tiempo computacional que esto
implicaria seria muy alto. Por tanto, a pesar de que el error en la precisién disminuye a medida que
el nimero de elementos finitos aumenta, el uso de la matriz consistente de masas en este problema

continua siendo inadecuado.

N de Elementos | Deformacion Max.
. . . % Error
Finitos Flexion (cm)

3 0,44888 67,57%
6 0,8337 39,77%
9 0,9946 28,15%
12 1,0827 21,78%
15 1,1368 17,87%
30 1,2492 9,75%
45 1,2873 7,00%
60 1,3071 5.57%

| SAP2000 | 1,3842 \ |

Tabla 7.1.7: Deformaciones maximas de todas las discretizaciones realizadas, utilizando
la matriz consistente de masas.
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Desde un punto de vista practico en problemas similares a este, para obtener los resultados que
se necesitan para el andlisis de un fendmeno, la mejor discretizacién seria la que genere los valores
buscados y correctos, utilizando el menor nimero posible de elementos finitos. Como se puede
constatar en las Tablas (7.1.2 a 7.1.5), al utilizar 3 elementos finitos para dividir el problema se
obtienen deformaciones maximas muy cercanas a las reales, inclusive con errores menores al 1%, por
lo que si solo fuera este el parametro buscado, no seria necesario incrementar el tiempo computacional
utilizando una discretizacién mas densa.

7.2 EVALUACION DE LOS PASOS DE TIEMPO CRITICO
OBTENIDOS

En la primera parte de esta seccion, se realiza el analisis de los pasos de tiempo critico obtenidos para
el pértico cuando se lo dividié en 15 elementos finitos. En la segunda etapa se realiza un resumen
con la evaluacién del At. obtenido para todos los demas casos de discretizacién. Siguiente a esto
se expone un analisis acerca del paso de tiempo critico obtenido analiticamente. Finalemenete, se
estudia la influencia de la rigidez y la masa en la obtencién del At..

7.2.1 Evaluacion de los pasos de tiempo criticos obtenidos utilizando una
discretizacion de 15 elementos finitos

Esta seccién se desarrolla de la siguiente manera. Primeramente, se realiza el anélisis de los pasos
de tiempo critico para cada método, obtenidos en la experimentacién numérica. Continuamos luego
con un pequeno analisis del paso de tiempo necesario para que la velocidad sea estable.

Para comenzar con la evaluacién, resulta conveniente expresar al paso de tiempo critico mediante
la expresion de la Ec.(6.50), esto con el fin de facilitar el anélisis.
De esta ecuacion, se hara variar el parametro Factor para comparar y analizar cada método.

En la vida practica de la experimentaciéon numérica, lo que se busca encontrar, es un paso de tiempo
critico, el cual mantenga estable el sistema para un periodo de tiempo determinado. Haciendo
referencia exclusivamente a porticos planos, un buen criterio para obtener el paso de tiempo
critico, seria encontrar aquel que mantenga estables los nudos en donde se producen las maximas
deformaciones.

En base a este criterio, el analisis del paso de tiempo critico se centro en un solo nodo, aquel
en el que se da la maxima deformacién del pértico. Se comprobd experimentalmente que, cuando se

producen inestabilidades en otros nodos, estas se ven reflejadas en el nodo de maxima deformacion.

El efecto que se produce es en cadena, llegando incluso a desestabilizarse todo el sistema. Por esta
razén, si se encuentra un paso de tiempo critico, para que el nodo de maxima deformacién sea
estable, los demas nodos también lo seran, y de no serlo, seran lo suficientemente estables para que
dichos desequilibrios, no se vean reflejadas en el nodo de maxima deformacion.
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La forma de evaluar los pasos de tiempo critico obtenidos en la experimentacién numérica se propuso

de la siguiente manera. Para empezar, se eligié un nodo especifico en el cual se controlé la estabilidad.

El nodo seleccionado, fue el que coincide con el nudo de la parte superior izquierda del pértico, por
ser este, como se pudo apreciar en el analisis de precision, en el que se produce la mas grande
deformacion.

La estrategia utilizada para la obtencidn de los pasos criticos fue la de prueba y error. Se debe
mencionar, que como casi en todo experimento, para el primer método y la primera discretizacion,
fue un poco costoso temporalmente hablando, encontrar el paso de tiempo critico. A medida que se
ganaba experiencia y destreza se pudieron realizar las pruebas de estabilidad muy eficientemente. Se
tomé como criterio que el paso de tiempo critico sera el maximo valor posible que no cause ninguna
irregularidad o inestabilidad en la curva deformacion-tiempo del nodo antes mencionado.

En las Figuras (7.2.1 a 7.2.5) se presentan graficos de desplazamiento vs tiempo con diferentes
valores del factor. Esto para cada uno de los métodos de aglutinamiento. En todas las gréficas,
el factor de color rojo representa el factor critico, es decir, el factor con el que se obtiene el paso
de tiempo critico. Es importante tomar en cuenta que mientras menor sea el valor de este factor
critico, mejor sera el desempeno del método. Esto por la razén de que al tener un paso de tiempo
critico mas grande, los tiempos computacionales se reducen.

Un andlisis interesante que también se realizd, corresponde al valor del factor que se encuentra
escrito de color tomate en todas las figuras. Este hace referencia al factor que produce un paso
de tiempo tal que, a pesar de que se producen desplazmientos por inestabilidades en los nodos del
pértico, estos no superan a la maxima deformacién de la estructura. Esto puede verse reflejado en el
grafico desplazamiento-tiempo correspondiente al factor escrito con rojo de las figuras mencionadas
anteriormente. En estas, se observa que el nodo de andlisis sufre un pequefio desequilibrio, causada
por inestabilidades de este mismo y de otros nodos de la estructura, pero que sin embargo no tienen
un efecto relevante en la calidad de los resultados. Este andlisis nos podria llevar a incrementar
el tamaio del paso de tiempo, con lo que se ahorra tiempo computacional sin una disminucién
de importancia en la calidad del experimento. Es importante notar, que este paso de tiempo no
es el critico, porque como criterio se tomo que el paso critico es aquel, en el que no se produce
inestabilidad alguna del desplazamiento.

Lo siguiente en este estudio de estabilidad, serad verificar el paso de tiempo critico obtenido para
cada método. Para ello se optd por constatar que con un paso de tiempo menor al critico el sistema
permanece estable, y con un paso mayor, el sistema se empieza a inestabilizar. La estrategia para
este fin fue analizar la estabilidad con un factor menor al critico, y también con otro mayor. En las
Figuras (7.2.1 a 7.2.5), existe un factor escrito de color verde, este corresponde a la utilizacién de
un valor mayor al factor critico. En el dibujo deformacién-tiempo correspondiente, se puede notar
claramente como el desplazamiento del nodo a lo largo del tiempo, es completamente estable. En
contrapartida, los factores que se encuentran hacia arriba del factor critico, son valores menores
a este, y son aquellos en los que se produce inestabilidad. Se puede observar en los dibujos
correspondientes a cada factor, como a medida que este crece, cada vez son mas inestables los
desplazamientos del nodo analizado.
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Realizando la evaluaciéon respectiva del desempeiio de cada método de diagonalizaciéon, podemos
decir que todos son similares, siendo el método de concentracién de masas, el que menor factor
critico posee, es decir, el de mejor desempefio de todos. Entre los métodos que utizan como base
la matriz consistente de masas, el de mejor desempeno es el de sumas de filas modificado. Pero
se debe advertir que para el estudio de estabilidad de este método, se mantuvo la alteracién en el
tiempo de carga, es decir t = 0,064 segundos.

Refiriéndonos ahora al anélisis de estabilidad cuando se utilizdé la matriz consistente de masas, se
nota claramente que este proceso es el de peor desempeno, su factor critico es casi 6 veces mas
grande que el obtenido al usar el método de concentracién de masas. Resulta interesante notar en
las Figuras (7.2.1 a 7.2.4) en las cuales se utilizé aglutinamiento, el grafico correspondiente al factor
mas inestable, tiene una forma parecida. No asi en la Figura 7.2.5, en donde se utiliz6 la matriz
consistente de masas sin ningln aglutinamiento. El grafico correspondiente al factor mas inestable,
tiene una forma muy peculiar.
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Figure 7.2.1: Desplazamientos del nudo superior izquierdo del pértico para todo el tiempo
de aplicacion de la carga dinamica, utilizando el método de concentracion de masas
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Figure 7.2.2: Desplazamientos del nudo superior izquierdo del pértico para todo el tiempo
de aplicacion de la carga dinamica, utilizando el método valor diagonal
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Figure 7.2.3: Desplazamientos del nudo superior izquierdo del pértico para todo el tiempo
de aplicacién de la carga dinamica, utilizando el método HRZ lumping
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Figure 7.2.4: Desplazamientos del nudo superior izquierdo del pértico para un tiempo de
aplicacion de la carga dinamica t=0,064 utilizando el método suma de filas modificado
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Figure 7.2.5: Desplazamientos del nudo superior izquierdo del pértico para todo el tiempo
de aplicacion de la carga dinamica, utilizando la matriz consistente de masas.
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Como parte final de este punto del andlisis, se efectuard un pequeno estudio referente a la estabilidad
de la velocidad. Esto para los métodos de aglutinamiento y también cuando se hace uso de la matriz
consistente de masas.

En las Figura 7.2.6 se exponen las graficas velocidad-tiempo correspondientes a cada uno de los
procesos estudiados cuando se usa el factor de tiempo critico. Resulta muy interesante notar que
existen inestabilidades. Entonces nos podemos percatar que estos desequilibrios en la velocidad
no tienen influencia significativa en el desplazamiento. Es indispensable mencionar que, estas
inestabilidades a medida que el tiempo de analisis del problema aumenta, creen también los
desequilibrios. Este problema en partucilar se da porque se considera al sistema completamente
elastico. En él, una inestabilidad por mas pequeia sea empieza a hacerse cada vez mas grande en
funcion del avance en el espacio tiempo. Cabe recalcar que este criterio se comprobd en el anélisis
experimental, y es valido en un principio para el problema propuesto.

En la Figura 7.2.7 se muestran las graficas velocidad-tiempo,corresponden al uso del factor escrito
de color verde en las Figuras (7.2.1 a 7.2.5) para cada uno de los casos de métodos. A estos
factores, se los va denominar como factores de estabilidad de velocidad (solo para este problema en
particular).

Efectuando una inspeccion visual de la Figura 7.2.7, se observa facilmente que las graficas velocidad-
tiempo son estables para cada uno de los procesos utilizados. Echando un vistazo a los factores que
hemos denominado como factores de estabilidad de velocidad, se puede notar que estos son mas
grandes que los factores criticos. Hablando en término de paso de tiempo, el paso de estabilidad de
velocidad es mas pequeiio que el paso de tiempo critico.

De el analisis experimental del problema propuesto se pudo constatar que la velocidad se desequilibra
mas rapido, y en mayor medida que el desplazamiento. Usando la misma idea es posible decir que,
si la velocidad es estable, el desplazamiento también lo sera.

Con una inspeccioén visual de las graficas velocidad-tiempo, se puede notar las pequefias oscilaciones
que presenta el perimetro de la curva. Por otro lado, la forma que describe la curva es completamente
regular.

Siguiente a esto, y una vez conseguida la estabilidad en la velocidad, Figura 7.2.7, se estudiara
los valores maximas de las velocidades. Para los métodos concentracién de masa y HRZ lumping,
las velocidades son muy parecidas. Para el método valor diagonal, la velocidad crece un 20%, con
relacién a la velocidad de los dos anteriores métodos. Cuando se usa la matriz consistente de masas,
la velocidad es inferior a las antes mencionadas. Refiriéndonos al método suma de filas modifica,
esta es la mas pequena de todas, pero teniendo presente que el tiempo de carga es distinto, t =
0,064 segundos. Se debe mencionar que el tiempo en el que cada proceso alcanza su maximo valor
de velocidad, es distinto en todos los casos.

En este problema elastico, si bien es verdad, la estabilidad de la velocidad es importante, no constituye
un parametro netamente necesario para evaluar los desplazamientos en una estructura, claro esta,
si el tiempo de control del fenémeno es el adecuado (tiempo necesario para encontrar la maxima
deformacién). Este acontecimiento se pudo notar, en el hecho de que usando el paso de tiempo
critico (necesario para estabilizar la deformacién), existian ciertas inestabilidades en la velocidad.
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Figure 7.2.6: Velocidad inestable del nudo superior izquierdo del pértico para todo el
tiempo de aplicacion de la carga dinamica, utilizando todos los casos de analisis.
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Figure 7.2.7: Figura 7.14: Velocidad estable del nudo superior izquierdo del pértico para

todo el tiempo de aplicacion de la carga dinamica, utilizando todos los casos de analisis
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7.2.2 Resumen de la evaluacion de los pasos de tiempo critico para los
diferentes casos de discretizacion

A continuacién, se presenta un resumen de los factores y pasos de tiempo critico necesarios para
lograr estabilidad del desplazamiento, asi como de los pasos de tiempo para lograr estabilidad en
la velocidad. Esto para todas las discretizaciones realizadas y cada uno de los procedimientos
estudiados.

Al revisar las Tablas (7.2.1 a 7.2.4), se pueden realizar conclusiones similares que las obtenidas
en el anélisis para una discretizacion de 15 elementos. Empezamos por decir que para todas las
discretizaciones realizadas, el mejor desempefio del método se logra untilizando concentracion de
masas. Si se observa la Tabla 7.2.4,y se la compara con la Tabla 7.2.1, se podria pensar que para
algunas discretizaciones, el método de suma de filas modificado, es mejor que el de concentracién
de masas, dado que en el primero de estos dos procesos, existen algunos factores menores. Esto
no es una idea correcta, pues se debe tener presente que el tiempo de carga en el método de
suma de filas modificado, lo supera en mas del 50% al de concentraciéon de masas, y esto traducido
a tiempos computacionales, significa una diferencia de un porcentaje similar entre método y método.

Al analizar los factores criticos en la Tablas (7.2.1 a 7.2.5), se puede notar que estos no tienen
una tendencia definida en funcién de la densidad de discretizacién, no asi, el paso critico, en el que
se evidencia claramente, que a medida que aumenta la discretizacion, los valores del At,. disminuyen.
Los valores de los factores no son un buen indicador para un estudio referente al cambio producido
al elegir discretizaciones diferentes, pero si son de gran ayuda al momento de evaluar el desempefio
de los diferentes métodos de diagonalizacion.

Al examinar los valores denominados (en esta investigacién) como pasos criticos de estabilidad
de velocidad en las Tablas (7.2.1 a 7.2.4), se observa claramente que al aumentar la densidad en la
discretizacion, estos valores también van aumentando. Se distingue que siempre los valores de los
pasos para estabilidad de velocidad, son mayores a los necesarios para estabilizar el desplazamiento
(paso critico). Entonces, ahora estamos en la capacidad de ampliar el campo de validez para lo
dicho en el andlisis para 15 elementos finitos, referente a que la velocidad se desequilibra mas rapido,
y en mayor medida que el desplazamiento. Ahora podemos asegurar que para el problema propuesto,
este criterio es valido sin importar la densidad de discretizacién que se haya utilizado.

Continuando con el analisis de las tablas resumen, estudiando especificamente la Tabla 7.2.5,
correspondiente a la aplicacién de la matriz consistente de masas, se debe decir, que para todos
los casos de discretizacion usados, los valores de los pasos de tiempo critico obtenidos, son los
mas pequenos de entre todos los demas métodos. Esto concuerda con el anélisis de la seccién
anterior. Comparando la Tabla 7.2.5 con Tablas (7.2.1 a 7.2.4), se puede observar que a medida
que la densidad de discretizacién aumenta, la diferencia entre los pasos de tiempo obtenidos con los
métodos de aglutinamiento y con la matriz consistente de masas, también se incrementa.
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N de Elementos | Estabilidad desplazamiento | Estabilidad velocidad
Finitos Factor At, At,
3 72 5,00E-05 5,00E-05
6 60 1,50E-05 1,50E-05
9 50 8,00E-06 7,00E-06
12 45 5,00E-06 5,00E-06
15 41 3,50E-06 1,50E-06
30 119 6,50E-08 1,00E-07
45 244 6,50E-08 3,00E-08
60 446 2,00E-08 1,00E-08
Tabla 7.2.1: Factores y Pasos de tiempo criico (At.) de todas las discretizaciones

realizadas, utilizando el método de concentracion de masas

N de Elementos | Estabilidad desplazamiento | Estabilidad velocidad
Finitos Factor critico At, At,
3 143 2,50E-05 2,50E-05
6 90 1,00E-05 1,00E-05
9 67 6,00E-06 3,00E-06
12 56 4,00E-06 2,00E-06
15 60 2,40E-06 1,40E-06
30 238 4,00E-08 9,00E-08
45 397 4,00E-08 2,00E-08
60 743 1,20E-08 9,00E-09

Tabla 7.2.2:

realizadas, utilizando el método valor diagonal

Factores y Pasos de tiempo criico (At.) de todas las discretizaciones

N de Elementos | Estabilidad desplazamiento | Estabilidad velocidad
Finitos Factor At, At,
3 90 4,00E-05 4,00E-05
6 90 1,00E-05 1,00E-05
9 50 8,00E-06 5,00E-06
12 45 5,00E-06 3,00E-06
15 55 2,60E-06 1,80E-06
30 179 5,00E-08 1,20E-07
45 318 5,00E-08 4,00E-08
60 595 1,50E-08 1,00E-08
Tabla 7.2.3: Factores y Pasos de tiempo criico (At.) de todas las discretizaciones

realizadas, utilizando el método HRZ lumping.
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N de Elementos | Estabilidad desplazamiento | Estabilidad velocidad
Finitos Factor At, At,
3 24 1,50E-04 1,50E-04
6 56 1,60E-05 1,60E-05
9 50 8,00E-06 6,00E-06
12 54 4,20E-06 4,20E-06
15 48 3,00E-06 2,00E-06
30 142 7,00E-08 2,52E-07
45 227 7,00E-08 4,00E-08
60 446 2,00E-08 1,00E-08

Tabla 7.2.4: Factores y Pasos de tiempo criico (At.) de todas las discretizaciones
realizadas, utilizando utilizando suma de filas modificado, con el tiempo de carga de
0,064 segundos

N de Elementos | Estabilidad desplazamiento | Estabilidad velocidad
Finitos Factor At, At,
3 90 4,00E-05 4,00E-05
6 149 6,00E-06 1,00E-06
9 199 2,00E-06 1,00E-06
12 186 1,20E-06 5,00E-07
15 238 6,00E-07 4,00E-07
30 686 1,00E-08 2,00E-08
45 1586 1,00E-08 6,00E-09
60 2972 3,00E-09 2,00E-09

Tabla 7.2.5: Factores y Pasos de tiempo criico (At.) de todas las discretizaciones
realizadas, utilizando suma de filas modificado, utilizando la matriz consistente de masas.

7.2.3 Paso de tiempo critico calculado analiticamente

En esta parte del analisis de estabilidad, se calculé los pasos de tiempo para cada uno de los métodos
propuestos de una forma analitica, es decir resolviendo el problema de autovalores generalizado. Los
valores de paso tiempo critico que se estudiaron corresponden a la aplicaciéon del teorema de lrons
y Treharne y al criterio que hace referencia a la frecuencia maxima del sistema ensamblado.

La metodologia que se siguié fue primero encontrar las frecuencia correspondiente a la aplicacién
de los 2 criterios anteriores. Luego se encontré los respectivos pasos de tiempo critico aplicando la
Ec.(6.30).

Una vez analizados todos los métodos y casos de discretizaciéon propuestos en este estudio, se
encontré que todos los pasos criticos obtenidos analiticamente son mucho mas pequenos que los
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encontrados en la experimentacion numérica.

A manera de ejemplo, a continuacién se muestra los valores de los pasos de tiempo critico obtenidos
analiticamente con los criterios ya expuestos y el obtenido en la experimentaciéon numérica. Esto
para una discretizacion de 15 elementos finitos y aplicando el método de concentracién de masas.

Criterio aplicado Paso de tlzrtnpo critico
Teorema de Irons y Treharne 8,77E-09
Maéaxima frecuencia del sistema ensamblado 9,90E-09
Obtenido en experimentacién numérica 3,50E-06

Tabla 7.2.6: Pasos de tiempo criico (At.) en el método concentracion de masas, con una
discretizacion de 15 elementos finitos

En la Tabla 7.2.6 Se puede observar claramente la gran diferencia entre los pasos de tiempo critico
obtenidos analiticamente y en la experimentacién numérica.

Si bien es verdad los pasos de tiempo critico calculados analiticamente hacen que el sistema este
estable, el desempefio de cada uno de los métodos no es el mejor, ya con pasos de tiempo mucho
mas grandes el sistema también se mantiene estable.

7.2.4 Influencia del valor de K y M en el valor del paso de tiempo critico

A continuacién se realiza un breve anélisis de la influencia de la relacién entre la rigidez y la masa
en el calculo del paso critico en el problema propuesto

Al examinar la Ec.(6.33), se puede constatar facilmente que el valor de la frecuencia depende

directamente de la relacion % es decir, mientras mas grande es la relacion entre la rigidez y la

masa, mayor es el valor de la frecuencia, y por consecuencia, disminuye el paso critico.

A continuacién se propone un ejemplo, en el cual se puede observar el anélisis anterior, y su influencia
en la densidad de la discretizacion del sistema.

Ejemplo 1:

1. Considérese una barra con las siguientes caracteristicas:

» Longitud igual a 0,5
= Densidad igual a p = 0,001
= Médulo de Young igual a E = 1 x 102

Con estos valores, se obtiene un valor de ,/% ~ 632. Un problema similar, y a mas detalle,
se lo puede encontrar en [4].
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2. Considérese una barra de acero con las siguientes caracteristicas:

= Longitud igual a 0,5
» Densidad igual a p = 800,3801
= Médulo de Young igual a E = 2,039 x 10'°

El valor conseguido en este caso es ,/% ~ 10094.

Analizando el ejemplo expuesto, se puede observar claramente la influencia de las propiedades del
material, en los resultados de las frecuencias. La segunda barra del ejemplo 1, tiene las mismas
propiedades fisicas y mecanicas que el pértico estudiado en este capitulo.

Como consecuencia de lo visto anteriormente, y tomando en cuenta las Ecs.(6.30 y 6.33), se

encuentra que a medida que % aumenta, el valor del paso de tiempo critico disminuye. Siguiente

a esto, y basandonos en lo ya mencionado, se puede afirmar que la densidad de discretizacién de un
problema determinado, estd influenciada completa y directamente por valor de \/% Esta influencia,
se la debe entender desde el punto de vista de la eleccién del nimero de elementos finitos que el
investigador usard, de tal manera que los tiempos computacionales no sean demasiadamente costosos,
pues mientras mayor sea la relacién que exista entre £, el paso critico serd menor, provocando un
aumento en el tiempo computacional.

Esta es una de las principales razones, para que en el experimento numérico realizado en este capitulo,
solo se haya utilizado una discretizacién maxima de 60 elementos finitos, dado que los valores del
paso de tiempo critico alcanzan valores semejantes a 1x10% al utilizar dicha discretizacién. Por el
contario, en la primera barra del ejemplo 1, utilizando una discretizaciéon con 99 elementos finitos
se pueden obtener pasos semejantes a 1x10° [4]. Con esto se verifica que, mientras menor sea el

valor de 1/% mayor es la densidad de discretizacion que se puede usar, sin que esta tenga un costo
computacional demasiado alto.

Es importante aclarar que en este estudio se obtuvieron los pasos de tiempo critico analiticamente,
para cada uno de los métodos y discretizaciones usadas. En todos los casos, el paso de
tiempo analitico resulté ser mucho mayor al obtenido numéricamente, y a medida que la
discretizacion se hace mas fina, las diferencias entre los pasos de tiempo obtenidos analiticamente
y experimentalmente crece.

Por Gltimo se debe tener presente, en primer lugar, que las frecuencias a las que se hace referencia
en este apartado, corresponden exclusivamente a las de discretizacién de la estructura. Nada tienen
que ver estas, con la frecuencia natural de la estructura. En segundo lugar, anotar que "debido a
la propia discretizacién de la estructura y a errores de calculo numérico, a medida que aumenta el
orden de las frecuencias, los errores que estas contienen son mayores”[2].
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Chapter 8
CONCLUSIONES

8.1 CONCLUSIONES SOBRE LA HERRAMIENTA COM-
PUTACIONAL ELABORADA.

La construccion de la herramienta computacional se la realizé6 de una forma exitosa. El lenguaje
escogido para dicho fin fue el programa MATLAB. Se hizo uso también del programa Microsoft
Excel para la entrada de datos. Es importante mencionar, que la elaboracién de esta herramienta
se la realizé de principio a fin, sin el uso de ninglin cédigo extra ya elaborado.

El instrumento computacional construido fue implementado bajo el contexto de los elementos finitos.
Esta herramienta ha sido denominada LEQUI. A continuacién se presenta sus aplicaciones.

» El programa LEQUI PPE, esta en la capacidad de resolver un pértico en el plano sometido a la
accion de carga estatica. Los resultados que se pueden obtener son: deformaciones maximas
de toda la estructura, reacciones, esfuerzos axiales, fuerzas cortantes y momentos, todos ellos
con sus respectivos graficos y diagramas. Una explicacion a mayor detalle sobre el programa,
asi como el cédigo fuente, esta en en Capitulo 3.

» El programa LEQUI PPD, es una muy buena herramienta para analizar un pértico en el
plano sometido a la accién de una carga dinamica. Los resultados que se puede obtener
son: deformaciones maximas de toda la estructura en cada instante de tiempo, velocidades,
aceleraciones, respuesta, todos ellos con sus respectivos graficos y diagramas. También se
presenta una simulacién del movimiento del pértico. Una explicacién a mayor detalle sobre el
programa, asi como el cédigo fuente, se encuentra en el Capitulo 5

8.2 CONCLUSIONES SOBRE EL ESTUDIO DE LOS METODOS
DE AGLUTINAMIENTO EN UN PORTICO BIDIMEN-
SIONAL PLANO

El estudio realizado en el Capitulo 7 fue hecho para los métodos de aglutinamiento: concentracién
de masas, valor diagonal, HRZ lumping, suma de filas, suma de filas modificado. También fue
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revisado el caso en el que se utilizaba la matriz consistente de masas sin ningln tipo de alteracion.

Los resultados encontrados fueron muy interesantes y sus conclusiones se presentan en dos partes:

= Andlisis de la precision y calidad de los resultados. Se debe anotar, que dicha calidad esta
basada en la comparacién con los resultados obtenidos con el programa SAP2000.

» Evaluacién del paso de tiempo critico.

8.2.1 Conclusiones en el analisis de la precision y calidad de los resultados

En el analisis de la precisién y calidad de los resultados, se estudié la resolucién de un pértico
bidimensional sometido a la accién de una carga dindmica. En este estudio se obtuvo, que el
método de aglutinamiento concentraciéon de masas y los métodos valor diagonal, HRZ lumping y
suma de filas modificado, resultan igualmente precisos. Las pequenas diferencias que existen entre
ellos son insignificantes. Se pudo constatar también, que esta similitud en los resultados se mantiene
cuando el nimero de elementos finitos en los que se ha divido el pértico cambia. Las dos conclusiones
anteriores se las puede constatar en las Tablas 7.1.1 a 7.1.4. La precisién en los resultados alcanza
el orden del milimetro, en relacién a los resultados obtenidos con el programa SAP2000.

Un resultado interesante obtenido también en esta investigacidn, es que el método suma de filas

modificado necesita un tiempo distinto de carga para que el pértico alcance su maxima deformacion.

En esta ocasion el tiempo necesario es mayor al de los otros métodos.

Un dato muy revelador en este estudio, constituye el hecho que el método de aglutinamiento suma
de filas es de una calidad pésima. De hecho no se pudo obtener resultado alguno. Una de las
razones para que esto ocurra podria deberse a que la matriz de masas se hace negativa al momento
de utilizar dicho método. La aseveraciéon anterior, fue comprobada experimentalmente.

En el analisis correspondiente al uso de la matriz consistente de masas, se encontrd que los resultados
obtenidos cuando se usan pocos elementos finitos para discretizar el pértico son de baja calidad. A
medida que la discretizacion se hace mas densa, la precision empieza a mejorar.

Para un nimero de elementos finitos iguales, los resultados conseguidos con los métodos de
aglutinamiento (excepto suma de filas), son de una mejor calidad que los obtenidos con el uso
de matriz consistente de masas.

8.2.2 Conclusiones de la evaluacion del paso de tiempo critico

Como caracteristica general en esta parte del andlisis se puede decir que, los pasos de tiempo
necesarios para estabilizar el sistema utilizando cada uno de los procesos estudiados son
considerablemente pequefios. Esto se debe a las caracteristicas fisicas y mecanicas del material
empleado. La explicacién en detalle de este problema, se encuentra en la seccién 7.2.4.

En esta investigacién, se encontré que el método directo concentracién de masas es el que mayor
paso de tiempo critico posee. Por consecuente, este proceso es el de mejor desempeno computacional
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ya que el sistema se estabiliza usando un paso de tiempo mas grande.

En relacién a los métodos valor diagonal, HRZ lumping y suma de filas modificado, se puede decir
que tienen un desempefno computacional aceptable. El paso critico es en general, mas pequefo
que el obtenido con el proceso de concentracion de masas, pero su diferencia no es excesivamente
mayor. En la seccién 7.2 se encuentran los analisis a mayor destalle. Esta diferencia con el método
concentracion de masas, se mantiene para todos los casos de discretizacion.

Al estudiar el desempeiio del proceso en el que se hace uso de la matriz consistente de masas,
se encontrdé que el paso tiempo critico es el mas pequenos de todos. A medida que la densidad
de discretizacion aumenta, la diferencia entre los pasos de tiempo obtenidos con los métodos de
aglutinamiento y con la matriz consistente de masas, también se incrementa. Se puede asegurar por
tanto que para el problema propuesto, el uso de esta matriz causa el peor desempeiio computacional
dentro de esta investigacion.

Al igual que en el caso de precisién, el método de aglutinamiento suma de filas es completamente
inestable, al punto que no da la posibilidad de hacer andlisis alguno. Es por esto que en las
comparaciones entre métodos ni siquiera es tomado en cuenta.

También se puede sacar como conclusién, que el paso de tiempo necesario para estabilizar la velocidad
en los nodos del pértico, es mas pequeino que el necesario para estabilizar los desplazamientos.

Finalmente, y juntando los criterios de calidad y estabilidad, se puede concluir que, el proceso
mas adecuado en este estudio es el método de aglutinamiento concentracién de masas.
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