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Resumen

Se estudia el comportamiento de una estructura de lamina plegada por dos

métodos:

= EIl método de los elementos finitos que ofrece la mejor aproximacion al
comportamiento fisico real de esta estructura, particularmente porque
permite considerar los denominados esfuerzos de membrana (esfuerzos

gue se producen en el plano medio de la lamina).

= EIl método de la viga equivalente, que consiste en reemplazar la lamina
plegada por una viga de seccion rectangular con una inercia igual a la
inercia de la seccién de la lamina. Para ello, se ha implementado el
algoritmo numerico para el célculo de la inercia de un poligono cerrado

cualquiera con relacion a sus ejes centroidales.

Se calcula la fecha en el centro de varias estructuras de lamina plegada
mediante estos dos métodos, el primero con el programa computacional SAP y
el segundo con una hoja de calculo Excel, a fin de obtener el grado de
aproximacion de este ultimo modelo, encontrandose que la aproximacion
obtenida por el método de la viga equivalente puede resultar, en algunos

casos, una aproximacion grosera.
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PROLOGO

La presente monografia aborda el tema de analizar el comportamiento de una
lamina plegada reemplazdndola por una viga equivalente con el objetivo de

obtener el grado de aproximacion de este ultimo modelo.

Se ha realizado el estudio de la lamina mediante el método de los elementos
finitos que ofrece la mejor aproximacion al comportamiento fisico real de esta
estructura, particularmente porque permite considerar los denominados
esfuerzos de membrana (esfuerzos que se producen en el plano medio de la

lamina).

Se ha desarrollado el método de la viga equivalente, que consiste en
reemplazar la lamina plegada por una viga de seccion rectangular con una
inercia igual a la inercia de la seccion de la lamina. Para ello, se ha
implementado el algoritmo numérico para el calculo de la inercia de un poligono
cerrado cualquiera con relacién a sus ejes centroidales, algoritmo muy util para

este y otros propositos y aparentemente de poca difusion.

Hecho esto, se ha calculado la flecha, en el centro de varias estructuras
utilizando los dos modelos propuestos, esto es, lamina plegada mediante el
método de los elementos finitos con el programa computacional SAP y viga
equivalente mediante el método tradicional estudiado en la resistencia de

materiales desarrollado en una hoja de calculo con el programa Excel.

Se ha realizado un andlisis de los resultados, determinandose que la
aproximacion obtenida por el método de la viga equivalente puede resultar, en

algunos casos, una aproximacion grosera.
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CAPITULO |
INTRODUCCION

1.1ESTRUCTURAS LAMINARES

En general, las estructuras laminares han sido utilizadas a lo largo de la
historia.

Se conoce que una de las primeras estructuras de gran importancia disefiadas
mediante elementos constructivos de lamina es el Pantedn de Agripa en Roma

(templo circular dedicado a todos los dioses), a comienzos del imperio romano.

Figura 1-1. Vista del interior del panteén en Roma

Desde el punto de vista geométrico, las laminas se clasifican por la forma de su
superficie media, tal es el caso de las laminas de revolucion y las de superficie

media prismatica.

Las laminas plegadas pueden definirse como aquellas obtenidas por el plegado

de una lamina plana.

Una de las principales ventajas de las laminas plegadas es que son estructuras

muy livianas (espesores pequefios) que permiten salvar grandes luces.

Por ejemplo, a principios del siglo pasado, la construccion de los Hangares de
Orly para Zeppelines (1921 a 1923), de 300 m de longitud con una luz de 92 m
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y una altura de 58 m, se trata de un sistema de laminas plegadas que se

consideran un récord mundial.

Figura 1-2. Hangar del aeropuerto de Orly (actualmente destruido)

Asi mismo, se conoce que en las décadas de los afios 50 y 60, se realizaron
construcciones con estructuras de laminas plegadas de gran trascendencia,
como el hangar para la Alleghany Airlines en el aeropuerto Logan de Boston,

salvando una luz de 75,86 m con una lamina plegada simple.
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Figura 1-3. Hangar de Alleghany Airlines Hanger en el aeropuerto Logan,
Boston, MA

Las estructuras de laminas plegadas han permitido la construccion de obras de
singular belleza arquitectdnica. En nuestro medio, tenemos como ejemplo la

cubierta del Terminal Terrestre de Cuenca.

Omar Cueva C. Pagina 9



Universidad de Cuenca

~

Figura 1-4. Cubierta del terminal terrestre de Cuenca.

Aun cuando las estructuras de laminas plegadas hoy en dia han caido en
desuso debido al alto costo que demanda el encofrado que se requiere para su
construccién, sin embargo, en razon de que se consideran de alta eficiencia

estructural, son utilizadas en otras aplicaciones (como el caso del “steel deck”).
Existen tres métodos de calculo para las ldminas plegadas, a saber:

1. Método de la viga
2. Método de los elementos finitos
3. Métodos analiticos

El método de la viga es el mas sencillo y bajo determinadas condiciones
puede resultar util por su facilidad de aplicacion y su validez conceptual pero en

algunos casos puede conducir a errores groseros.
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El método de los elementos finitos es el mas utilizado en la actualidad
debido a la precision de los resultados obtenidos, pero su aplicacién en nuestro
medio es limitado debido a su complejidad y al conocimiento previo que se

requiere de este método.

Los métodos analiticos , brindan soluciones mucho méas aproximadas que el
de la viga, pero resultan muy complejos en su aplicacidon, con procedimientos
matematicos engorrosos, por lo que en la actualidad han caido en desuso, y

han sido reemplazados totalmente por los modelos de elementos finitos.

En esta monografia, se pretende estudiar el método de la viga para el calculo
de las laminas plegadas, como una alternativa al uso del método de los

elementos finitos a fin de determinar el alcance de su validez.

1.20BJETIVOS

1.2.1 Objetivo general

Comparar los resultados obtenidos del comportamiento de una lamina
plegada (folded plate), mediante dos modelos: el de una viga y el analizado
mediante la técnica del Método de los Elementos Finitos a fin de obtener el

grado de aproximacion del primer modelo.

1.2.2 Objetivos especificos

1. Estudiar el comportamiento de las laminas plegadas con elementos
planos.
Desarrollar un modelo de viga equivalente para las laminas plegadas.

3. Analizar el comportamiento de una lamina plegada (folded plate)

mediante dos modelos:

3.1Modelo de una viga
3.2Modelo de placas delgadas mediante la técnica del MEF
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4. Comparar los resultados para obtener el grado de aproximacion del

modelo de una viga.
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1.3MARCO CONCEPTUAL

Una lamina es un elemento estructural que geométricamente es una superficie,
llamada superficie media, a la que se afiade un cierto espesor, de tal manera

gue este espesor sea pequefio comparado con las dimensiones de la lamina.

Las laminas plegadas son estructuras de tipo espacial que trabajan
basicamente por forma. Podemos pensar que cualquier forma que se consiga
por el plegado de una lamina plana es una lamina plegada, de aqui su

denominacion.

Para interpretar el funcionamiento de este tipo estructural veamos el siguiente

ejemplo ilustrativo.

Si tomamos una lamina muy delgada, por ejemplo la hoja de papel de la Figura
1-5, simplemente apoyada, veremos que sufre deformaciones importantes y

gue practicamente carece de capacidad para resistir cualquier carga.

Figura 1-5. Hoja de papel simplemente apoyada con carga (1 1apiz)

Si ahora plegamos la misma lamina, con forma de V, podemos ver que
mantiene una forma mucho mas estable y crece su capacidad de resistir

cargas, como se muestra en la Figura 1-6.
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Figura 1-6. Hoja de papel plegada, simplemente apoyada con carga (4 lapices)

De este sencillo ejemplo se puede colegir la alta eficiencia en el

comportamiento estructural de una lamina plegada.
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CAPITULO I
LAMINAS PLEGADAS

2.1 LAMINAS CON ELEMENTOS PLANOS

“Tipolégicamente las laminas pueden considerarse una generalizacion de las
placas al caso de superficie media no plana. Es precisamente esta no
coplanaridad la que le confiere el caracter resistente de las laminas al permitir
la aparicion de esfuerzos axiles (esfuerzos de membrana) que, juntamente con
los de flexidn, contribuyen a dotar a las laminas de una capacidad portante muy

superior a la de las placas” .

La teoria de elementos finitos de lamina plana, resulta el método natural de
analisis de las estructuras laminares compuestas por elementos de placa
ensamblados en el espacio, cual es precisamente el caso de las placas
plegadas (folded plated).

2.2 Teoria de laminas planas

Un elemento laminar se caracteriza por su capacidad de poder combinar un
estado resistente tipico de flexiébn con otro en el que aparecen esfuerzos axiles

contenidos en su superficie media denominado “estado de membrana”.

2.3 Formulacion de laminas planas de Reissner-Mindl  in

2.3.1 Campo de desplazamientos

Consideremos por simplicidad el elemento de lamina plana rectangular de la
Figura 2-1 definido en el espacio de ejes globales x,y,z. El plano de dicho
elemento define un sistema de ejes locales x'y’z’, donde z’ es la normal al plano
medio y X'y’ son dos direcciones ortogonales cualesquiera contenidas en él. En
principio, y por simplicidad, supondremos que X' y y’' coinciden con dos lados
del plano medio del elemento. Estudiaremos seguidamente la deformacion del

elemento referida a dicho sistema de ejes locales.

1) Eugenio Ofiate, Calculo de Estructuras por el Método de los Elementos Finitos, 1995, P.431
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Plano medio

Yy,v

Xy z : Ejes globales
x'y' z': Ejes locales

X,u

Figura 2-1. Elemento de lamina plana en el espacio.

Admitiendo que se cumplen las hipétesis de Reissner-Mindlin para el estado de

placa:

1) En los puntos del plano medio

u=v=0
Es decir, los puntos del plano solo se mueven verticalmente.

2) Todos los puntos contenidos en una normal al plano medio tienen el
mismo desplazamiento vertical.

3) Latension normal o, es despreciable.

4) Los puntos que antes de la deformacion estaban sobre la normal al
plano medio de la placa, permanecen al deformarse sobre una misma
recta, sin que ésta tenga que ser necesariamente ortogonal a la

deformada del plano medio (Figura 2-2).
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Los desplazamientos de un punto genérico A, situado sobre la normal OA,

siendo O el punto de corte de la normal con el plano medio (Figura 2-2), se

pueden expresar como:
u'(x, y, z)= u, (X, )= 2. (%X Y)
Vi(X, Y, Z)= V(X Y)- 28, (X )
wW(x, Y, Z)= W, (X, Y)
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Deformada del

plano

?2w'o
?X

medio

Plano medio

Deformada del

plano

?w'o
?y

medio

Wo

Y

Plano medio

Figura 2-2. Desplazamientos de un punto de un ekonde |lamina plana.
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Donde:

u',, v\, yw' son los desplazamientos del punto O segun los ejes

X', y', z'respectivamente

6,y 8, son los giros de la normal OA contenidos en los planos locales
x'z' ey'z'respectivamente
z' es la distancia OA.

El vector de movimientos U' del punto A en ejes locales, se define como:
] 1 1 1 T
'={u,V,,w, 6, 8,]

2.3.2 Campo de deformaciones

De acuerdo con las hipotesis de Reissner-Mindlin (hipotesis 3) la tension

o, =0por lo que puede prescindirse de la deformacion &, al no intervenir en la
expresion del trabajo de la lamina. Por consiguiente, el vector de

deformaciones de la elasticidad tridimensional £'en ejes locales es:

ou' _Z'%
ox' ou', ox’
&, ﬂ ox' -aey
e oy' oV, oy’
g ou v’ dy' 20
- yx'y' _.+_| 1 1 _ZI( =+ y)
£'= =40y' Ox' p=q0u’y OV L+ ay' ox'
......... gy’ ox'
Viez u aw| | e dw,
Vya 0z' ox 0 x
v, owl [ o 0w, _
0z' oy ay' y

O bien, se puede escribir de manera consolidada:
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g z'e',
£'=4..... +9
0 g,
En donde:
.
. [au 6v 6\/
g = ( 7)
| 6x ax
.. | eg, 08, , 09, !
&=~ e _( )
ox"’ ay' ax

1 1 T
Z' = aa)o _HX‘)’(%_e )
ox' ay' 7

Son los vectores de deformaciones generalizadas de membrana

(alargamientos), flexion (curvatura) y cortante (cizalladuras).

Las deformaciones y,., y y,., representan los giros ¢. y ¢, respectivamente.

De las ecuaciones anteriores se deduce lo siguiente:

a) La deformacion total de un punto se obtiene sumando las deformaciones
de membrana a las del estado de placa (deformaciones de flexion y
cortante).

b) Los vectores de deformaciones generalizadas de membrana y de
cortante contienen las deformaciones “en el plano” y transversales al
mismo, respectivamente.

c) El vector de deformaciones generalizadas de flexion contiene las tres

curvaturas del plano medio.
2.3.3 Campo de tensiones

Operando en ejes locales y teniendo en cuenta que la tension normal es o, =0

la ecuacion constitutiva de la elasticidad tridimensional (que relaciona las

tensiones y deformaciones), toma la siguiente forma:
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g, £,
ag,. &
y 1 y
o .
g'= Ty = = D O [ [V =D ¢’
...... , 0 DYJ]|...
Jc
sz yx'z'
Z'yZ yy.z.

Donde para material ortotropo (en un material ortétropo sus propiedades

mecanicas dependen de la direccion en que son medidas):

L E. VeEs 0
D' =1 vooE, E, 0
-V, V.,
ey O O (1_Vx‘y'Vy'>< ﬁxy

D = aG,., 0
| 0 aG,

Y para material isétropo (un material isétropo tiene las mismas propiedades
mecanicas en todas las direcciones) que es en general la caracteristica de los

materiales utilizados en las estructuras:

E

= ,G =G,..= G, =————
x =V X 2 Yz 2(1+v)

En estas ecuaciones, E es el médulo de elasticidad longitudinal, G es el
modulo de elasticidad transversal o de cizalladura, v es la relaciéon de Poisson y
a es el coeficiente utilizado en la teoria de placas para corregir el trabajo de

las tensiones tangenciales transversales.
Es claro que:

o'y =D (' +2'EY)
O-'C = chglc
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De donde se deduce que las tensiones o,. , g, , 1, varian linealmente con
el espesor, aunque no toman valores nulos para z'=0. Asi mismo, se deduce

que las tensiones tangenciales r,., y 7,, son constantes a lo largo del

espesor.

2.4 Formulaciéon de Elementos Finitos

2.4.1 Discretizacion del campo de movimientos

El vector de movimientos nodales, para un elemento de lamina plana
isoparamético (elemento en el cual el nUumero de nodos coincide con el grado
del polinomio N que se utiliza para interpolar la geometria del elemento y sus

desplazamientos) de clase C, (un elemento es de clase C_ si su campo de

desplazamientos tiene continuas las m primeras derivadas) de n nodos, se

expresa de manera usual como:

2L
- al®| _ .
FYNGSN N N (e
-
2
Donde:
'N. 0O 0 0 O]
O N O O O
_ (&) — ;6. 8 '
NN=0 0 N 0 O0];a _[%. W % 0o M]
0O 0 O N O
(0 0 0 0 N

Son la matriz de funciones de formay el vector de movimientos locales de un

nodo i del elemento, respectivamente.
2.4.2 Discretizacion del campo de deformaciones gen  eralizadas

El vector de deformaciones generalizadas se expresa como sigue:
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ou, oN,
0X ox' @
ov, oN, .
oy ay' *
ou, . dv, oN, .  ON, .
-t —Uu, +—V
dy 0x ay' * ox' *?
204, .
2% N
i [9)4 ox' %
. g’.“ _ 06, _Zn: _ON, _
N oy = day'
’ 06, 06, ON, ., . oN
e i | /9. +—4.
dy  0X agy' ¥ ox' ¥
a\No ﬂ q_NiH
ox' X !
ow, ON; -N@
Gy'_ey' ay' Y
Al
) a” ' ()
:I:Bl B, - 31} - (=Bad
A

Donde B'y B son las matrices de deformaciones generalizadas locales del

elemento y de un nodo i, respectivamente.
2.4.3 Matriz de rigidez local

Aplicando el Principio de los Trabajos Virtuales al dominio de un elemento, se

obtiene
j A© %" 5IdA:JjAe> ou” t dA+[5 a'(e)]T q(e)

En donde
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§
t=[t, t, t, m, m]

Es el vector de fuerzas repartidas sobre la superficie del elemento, fuerzas
repartidas actuando en las direcciones locales x’, y’, ZZ y momentos repartidos

contenidos en los planos X'z’ e y'z', y

(©

G
@ | -
qe =1 :
©

n

Es el vector de fuerzas nodales de equilibrio, siendo
a?=[Rx Ry Rz Mx My

Las fuerzas puntuales que actian en el nodo i del elemento en las direcciones

locales y los momentos nodales contenidos en los planos locales X'z’ e y'z'.

Operando de la manera usual en elementos finitos, se obtiene la ecuacién

matricial de equilibrio de un elemento aislado que se expresa como:
q@ = K@ g9 §9

En donde la matriz de rigidez y el vector de fuerzas nodales del elemento en

ejes locales son:
Ki® =[] .BTD'Bdx dy

@ =[] NTtdx dy

Una vez obtenidas las ecuaciones de rigidez de cada elemento finito en ejes
locales, se procede a realizar el ensamblaje de dichas ecuaciones en ejes
globales, para lo cual, se establece la relacion entre componentes locales y
globales de movimientos y fuerzas, empleando las denominadas matrices de
cosenos directores.
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CAPITULO 1l
METODO DE LA VIGA EQUIVALENTE

3.1 VIGA EQUIVALENTE

Este método se basa en considerar a la lamina plegada como una viga Unica
en su sentido longitudinal, a partir de la cual se determinan sus esfuerzos y

deformacion.

El modelo méas simple a adoptar es el de una viga de seccion rectangular, cuyo
momento de inercia alrededor de su eje centroidal x'- X' sea igual al momento
de inercia de la ldmina plegada alrededor de su propio eje centroidal, en razén
de que la deformacién en la direccion vertical (la Unica deformacién a analizar)
es producida por la flexion de la viga (o la lamina) y por tanto es dependiente

de tal momento de inercia I,._,. .

Lamina Plegada

/ A\

— — Jgom — —]

Viga equivalente

Figura 3-1. Esquema de una lamina plegada y su viga equivalente con igual
momento de inercia |._,.

Para este estudio, se considera una estructura (lamina plegada o viga
equivalente) simplemente apoyada en sus extremos, con carga (muerta y viva)

uniformemente distribuida.
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A efectos de comparar la validez del modelo de viga, se calculara la flecha
maxima en el centro de la luz utilizando la teoria de viga de Timoshenko y se
comparara esta flecha con la obtenida en el centro de la luz de la lamina
plegada utilizando el método de los elementos finitos con el programa
computacional SAP (siglas en inglés para Structural Analysis Program,
software orientado a la ingenieria estructural y sismica desarrollado por la firma
Computers and Structures, Inc. de EUA desde 1975).

3.2 Viga de Timoshenko. Flecha maxima en la seccion  central. Solucion

analitica

M(x) @

Q=V(x)

q

Covesso DL w0

X

L

R1=q L/ZT T R2=q L/2

Figura 3-2. Modelo de viga simplemente apoyada con carga uniformemente
distribuida

Para la viga ilustrada, simplemente apoyada, de seccion rectangular constante
A, luz L, con carga uniformemente distribuida por unidad de longitud q, se tiene

lo siguiente:
3.2.1 Deformacion por flexion

La ecuacion de equilibro de momentos flectores es
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M (x)=0

esto es

—R1X+%+ M(X =0

donde x variaentre O y L.

Figura 3-3. Esquema de deformacion de una viga que ilustra la diferencia entre
la teoria de Timoshenko vy la teoria de Euler-Bernoulli : en la primera 6; y
dw/dx; no tienen necesariamente que coincidir, mientras que en la segunda son
iguales.

Por tanto
M (x) = IX X
2 2
Se sabe que
M (x) = —El d"w;
B dx?

Resolviendo esta ecuacion, se tiene:
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Cuando

LY’ L\’
1z 3
0= - +C,
De donde se obtiene la constante de integracion C1:

3 3
-_gt,at

Y48 16

-q®+3q® _2g® _ g
48 48~ 24

C =
Continuando con la integracion:

eiw, =X qLX?+Clx+Q

24
cuando
X=0= w, =0
por lo que
C,=0
Cuando

L Lo
X=2 = W es maxim

ax' _abx,

Elw, =
24 12

EIWf max =

Omar Cueva C.
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De donde se tiene que:

EIWf max -
384 96 48
y finalmente la deformacién maxima por flexion, resulta:
4
Wf max = 5qL
384El

Omar Cueva C.

Pagina 29



Unlver5|dad de Cuenca

3.2.2 Deformacion por cortante

La ecuacion de equilibro de fuerzas cortantes esta dada por:

2F,(x)=0

R-ax- Q=0

_q_L—qX

2

Como se sabe, la deformacion por cortante esta relacionada con la fuerza
cortante por la ecuacion:

dy, _ Q _ 1 (qL qxj
dx GA GA
En donde w_ es la deformacion por cortante, Q es la fuerza cortante a una

distancia x del extremo de la viga, G es el médulo de elasticidad por cortante
relacionado con el médulo de elasticidad por flexion E mediante la expresion:

siendo v el coeficiente de Poisson (constante elastica que

21+v)
proporciona una medida del estrechamiento de seccion de un prisma de
material elastico lineal e isétropo cuando se estira longitudinalmente y se

adelgaza en las direcciones perpendiculares a la de estiramiento).

Y A* es el area de cortante de la seccion, que para el caso de una seccién

) : . 6A
rectangular esta relacionada por la expresion: A* =—

Resolviendo la ecuacion diferencial de la deformacion por cortante, se tiene:

W, =—~ 1 [qu—£j+q
GA | 2 2

Para x=0 => w=0= C=C

W=t 1 {qL qxzj
GA | 2 2

Cuandox:% = W, €S maxim
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Por tanto, el valor de la flecha maxima debida a cortante, se obtiene como:

L 2
_1faL N\2)
‘M GA| 2 2 2
1 (ql® gl®)_ 1 (2-ql®
Wcmax_ * - -
GA\| 4 8 GA 8

qL’
cmax 8GA‘

3.2.3 Deformacién maxima

Para la viga simplemente apoyada con carga uniformemente distribuida, el
valor de la flecha maxima considerando la deformacién por flexion y la
deformacion por cortante, sera por tanto:

4 2
\i = & + q_L*
T 384ElI  &GA

La deformacion por cortante, sin embargo, es despreciable para una viga cuyo

peralto no sea cercano o mayor que su luz.
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3.3 MOMENTO DE INERCIA DE LA SECCION DE LA LAMINA P LEGADA

Si se considera a la lamina plegada como una sola viga en su sentido
longitudinal, es obvio que para calcular su deformacion maxima se requiere
conocer el momento de inercia con relacion a los ejes centroidales de la

seccion.

En virtud de que, en general, la ldmina plegada se considera conformada por
placas planas, se desarrolla a continuacion un algoritmo numérico que permite
el calculo del momento de inercia de una seccion de forma poligonal cerrada

arbitraria.
3.3.1 Area de un triangulo

Para calcular el area de un triangulo, se utilizan dos procedimientos
equivalentes del algebra lineal. El primero utiliza el producto vectorial de dos
vectores para determinar el area de un paralelogramo 6 el doble del area de un
triangulo. El segundo, calcula el area del triangulo directamente por induccion,

mediante un determinante de 3 x 3.
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Figura 3-4. La Norma del producto vectorial de dos vectores UV es el area del
paralelogramo conformado por ellos.

Sean U y V dos vectores. El area del paralelogramo conformado por los lados
de los vectores U y V es la norma del producto vectorial (0 producto cruz) de
los vectores Uy V, esto es

Area=|Ux |
Por tanto, el area del triangulo definido por los vértices A, B y C, sera la mitad
del area de tal paralelogramo.

El producto vectorial de los vectores U y V, puede ser calculado a partir del
siguiente determinante:

— —

i ] K
% Y %F(yz-g Yz x3 40 Xy Wy
W %
En donde i, iy k, son los vectores unitarios en las direcciones de los ejes

cartesianos X, Y, z, respectivamente.

Si se asume que U y V son vectores bidimensionales localizados en el mismo
plano x —y, entonces, sin pérdida de generalidad, puede escribirse z, = z, =0,

por tanto el area S del triangulo esta dada por:

ngw;mm

Pero como, de la figura 3-4,U=B—-A y V =C - A, entonces:

=% "X N T % W
X=X"X%: X=X~ Y

por lo que la expresion anterior para el area del triangulo, puede ser reescrita
en funcion de las coordenadas de los vértices A, By C, como sigue:

1
SZE(&\XE‘ WET WX X ¥t X ¥ ¥
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El area calculada por esta expresion, sera positiva si los vértices A, By C,
forman un circuito en sentido antihorario, de otro modo sera negativa. El area
sera cero si los tres vértices se encuentran alineados.

La misma expresion puede obtenerse cuando se calcula el determinante de los
3 pares de coordenadas de los veértices A, B y C, reemplazando la coordenada
Z por 1:

Xa Ya

21 _1

S_E)% % —E()%Bé‘yA%* ¥~ X ¥ ¥y ¥<&
X Ye

También en este caso, el valor sera positivo si la secuencia de los vértices esta
en sentido antihorario.

3.3.2 Area de un poligono cerrado

El area de un poligono cerrado puede calcularse como la suma de las areas de
triangulos. El calculo puede realizarse como sigue:

Sean x ey las coordenadas del vértice v del poligono cerrado P con n

vértices. El area del poligono esta dada por:
1 n-1
AP) :EZ(X Ya~ Y )|(+1)
i=0
En la expresion anterior, se requiere que cuando i =n — 1, el término x,, = x,

Y Yn = Yo-

El signo del area calculada indica la secuencia de los vértices. Al area sera
positiva para los veértices en sentido antihorario y negativa para los veértices en
sentido horario, igual al caso del area del triangulo.

3.3.3 Centroide y momento de inercia de un poligono

En muchas situaciones practicas es necesario determinar, dado un poligono
cualquiera, su centro de gravedad o centro de masa, conocido como centriode.

El centro de gravedad de un triangulo, es simplemente un promedio de las
coordenadas de sus vértices, de modo que las coordenadas del centro de
gravedad de un tridngulo serén:
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XG:XA+XB+XC Ly = Yot et X%

3 e 3
Es posible extender este resultado para calcular el centroide de todo el
poligono a partir de su division en triangulos. Sin embargo, una solucion mas
simple e independiente de la triangularizacion, es la que tiene en cuenta los
triangulos con areas positivas y negativas, como en el calculo del area del
poligono. Un mismo procedimiento de media ponderada para el area puede ser
usado, considerando todos los triangulos formados por un punto fijo (por
ejemplo el origen 0, 0) y cada par de vértices sucesivos (vi, vi+1). Asi tenemos
que, las coordenadas del centroide estan dadas por:

n-1
D (X T X)X Y~ Y %)
i=0

3Ae

X =

n-1

2 Vi WX Y= Y %)
y — =0
) 3Ae)

Procediendo de manera analoga y por induccién, se tiene que el momento de

inercia con respecto a los ejes de coordenadas X e Y esta dado por la

expresion:
I inZ(y-2+y- Yut Ya) @
X 12+ — i i Ji+ +
1 n-1 ) XZ
'y E 2 0 XXt Xa) R
en donde:
& =XYa~ XaY

e igualmente se requiere que cuando:
i=n-1 entoncesx, =% W,= %-

Una vez calculados los momentos de inercia respecto de los ejes X e Y, se
puede calcular el momento de inercia respecto de otros ejes, por ejemplo los
ejes centroidales, aplicando el teorema de Steiner o teorema de los ejes

paralelos.
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De manera sencilla, para el caso de un area “el teorema de Steiner establece
que el momento de inercia con respecto a cualquier eje paralelo a un eje que
pasa por el centro de area (o centro de masa), es igual al momento de inercia
con respecto al eje que pasa por el centro de area (centro de masa) mas el
producto del area (o de la masa) por el cuadrado de la distancia entre los dos

ejes:” @

(CM) 4 AR?2

eje = I eje

donde: l¢e €s el momento de inercia respecto al eje que no pasa por el centro

de area (o centro de masa); Iéj‘;M) es el momento de inercia para un eje paralelo

al anterior que pasa por el centro de area (o centro de masa); A area total (0

Masa Total) y h es la distancia entre los dos ejes paralelos considerados.

(2) http:/les.wikipedia.org/wiki/Momento_de_inercia#Teorema_de_Steiner_o_teorema_de_los_ejes_paral

elos
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CAPITULO IV
CONSIDERACIONES REALIZADAS POR EL SAP

4.1 ELEMENTO DE LAMINA UTILIZADO POR EL SOFTWARE SA P

El elemento de lamina a utilizar en el SAP es una formulacion de 4 nodos que
combina el comportamiento de membrana y de flexion. (Se considera que la
formulacién con el elemento cuadrilatero es mas precisa que la de un elemento

triangular).

Se considera que el material es isotrépico y no se consideran variaciones de
temperatura. Las cargas seran unicamente verticales proyectadas en direccion
de la gravedad. Para el caso de las laminas plegadas de hormigén armado, la
condicion de material isotrépico puede ser cumplida utilizando armadura

simétrica.

Una formulacion de integracidbn numeérica de 4 puntos se utiliza para la rigidez

de un elemento de lamina.

Las tensiones y las fuerzas internas y momentos, en el sistema de
coordenadas local, se evaltan con puntos de Gauss de integracion de 2x2 y se

extrapolan a los nudos (o nodos) del elemento.

Un error aproximado en las tensiones del elemento o las fuerzas internas,
puede estimarse de la diferencia de los valores calculados en diferentes
elementos pegados a un nodo comun. Esto da una indicacién de la precisiéon

del elemento utilizado y puede usarse como base para un nuevo mallado.

Lamina homogénea: combina el comportamiento independiente de membrana
y placa. Se elige una formulacion de placa gruesa (thick-plate) de Reissner-
Mindlin la cual incluye los efectos de la deformacion por cortante transversal.
Para todos los elementos de la estructura, se elige modelar un comportamiento

de lamina, esto es, considerar el comportamiento de membrana y placa.
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Axis 3 A
Face 3 Jj.fr cme .
X /../ el T Y Axis 1
Axis 2 W D N ¥4

o ></ ~ -

/“‘H

Face 6: Top (+3 face)

Face 5: Bottom (-3 face)

j1

Four-node Quadrilateral Shell Element

Figura 4-1. Elemento de lamina cuadrilateral de cuatro nodos. Conectividad de
las uniones y definicidon de las caras.

Para los elementos de ldmina homogénea, las uniones (nodos) j1 a j4 definen

las esquinas de la superficie de referencia (plano medio) del elemento.
4.2 Directrices para la forma del elemento de malla  (Shape guideliness)

La localizacion de los nodos debe elegirse de manera que cumplan las

siguientes condiciones geométricas:

= El angulo interno en cada esquina debe ser menor a 180°. Los mejores
resultados para el elemento cuadrilatero se obtendran cuando este
angulo esté cercano a 90° o al menos en el rango 45° a 135°.

» La relacién de aspecto de un elemento no debe ser muy grande. Para el
elemento cuadrilatero esta es la relacion entre la distancia mas larga de
los puntos medios de lados opuestos a la distancia mas corta de los

otros lados. Los mejores resultados se obtienen para las relaciones de
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aspecto cercanas a la unidad o, al menos, menor que cuatro (4). La
relacion de aspecto no debe exceder de diez (10).

» Para el elemento cuadrilatero, los cuatro nodos no necesitan ser
coplanares. Una pequefia cantidad de giro es considerado por el
programa SAP. El angulo entre las normales a las esquinas, da una
medida del grado de giro. La normal en una esquina es perpendicular a
los dos lados que se encuentran en esa esquina. Los mejores resultados
se obtienen si el mayor angulo entre cualquier par de esquinas es menor

a 30°. Este angulo no debe exceder de 45°.

Estas condiciones usualmente pueden cumplirse con un adecuado refinamiento
de la malla. La precision de la formulacion de las placas gruesas y de las
placas “layered” es mas sensitiva a relaciones de aspecto grandes y a la
distorsién del mallado, que la formulacién para las laminas delgadas (teoria de
Kirchoff).

4.3 Constricciones de borde

Se han asignado constricciones de borde autométicas a todos los elementos de
la lamina, de manera que el programa automaticamente conectara todas las
juntas que no estén sobre el borde del elemento a las juntas de las esquinas

adyacentes del elemento.

Las constricciones de borde, pueden utilizarse para conectar mallas de laminas
mal empatadas asi como también para conectar a esa lamina, cualquier
elemento que tiene una junta sobre el borde de una lamina. Esto incluye

columnas, vigas, juntas restringidas, etc.
4.4 Grados de libertad

Los nudos, también conocidos como puntos nodales o nodos, son una parte

fundamental de cada modelo estructural.

Los nudos son los puntos de conexion entre los elementos y son las

localizaciones primarias en la estructura en los cuales los desplazamientos son
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conocidos o deben ser determinados. Los componentes del desplazamiento

(traslaciones y rotaciones) en los nudos son llamados “grados de libertad”.

El elemento lamina siempre utiliza seis grados de libertad en cada uno de los

nudos, a saber:

= Los nudos pueden trasladarse a los largo de sus tres ejes locales.
Estas traslaciones son denotadas como U1, U2 y U3.
= Los nudos pueden rotar alrededor de sus tres ejes locales. Estas

rotaciones son denotadas como R1, R2 y R3.

Estos seis componentes de desplazamiento, expresados en el sistema de

coordenadas globales, son identificados como UX, UY, UZ, RX, RY y RZ.

El uso del comportamiento de lamina completa (membrana mas placa) se

recomienda para todas las estructuras tridimensionales.
4.5 Sistema de coordenadas local

Cada elemento de lamina tiene su propio sistema de coordenadas local,
utilizado para definir las propiedades del material, cargas y outputs
(reacciones). Los ejes del sistema local se denotan como 1, 2 y 3. Los dos
primeros ejes caen en el plano del elemento con una orientacion definida por el
usuario; el tercer eje es normal a los dos primeros. El sistema de coordenadas

cumple con la regla de la mano derecha.
En este caso, se ha utilizado la orientacion por default.

La orientacion por default de los ejes locales 1 y 2 esta determinada por la

relacion entre el eje local 3 y el eje global Z.

» El plano local 3-2 se toma vertical, ej., paralelo al eje Z.

» El eje local 2 se toma positivo hacia arriba (+Z) a menos que el elemento
esté horizontal, en cuyo caso el eje horizontal 2 se toma en la direccién
positiva del eje global Y.

= Elejelocal 1 es horizontal, ej., cae en el plazo X-Y.
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4.6 Formulacion del espesor

Se ha elegido la formulacién de placa gruesa (Reissner-Mindlin) la cual incluye

los efectos de deformacion por cortante transversal.

Las deformaciones por cortante transversal tienden a ser importantes cuando el

espesor es mayor que alrededor de 1/10 a 1/5 de la luz de la placa.
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CAPITULO V
MODELAMIENTO DE LAMINA PLEGADA UTILIZANDO EL SAP

5.1 Descripcion del modelamiento de lamina plegada en el SAP

A continuacion y a modo de ejemplo, se detalla el modelamiento en el
programa SAP de la estructura de lamina plegada cuya seccion transversal es
la del esquema siguiente, simplemente apoyada en sus extremos, con una luz

de 15 m y un espesor de 10cm para todas las placas planas que la conforman.

Lamina Plegada
Disefio 1

60

35

40 30 80 30 40

220

Figura 5-1. Seccion de lamina plegada a modelar en el SAP. Dimensiones en
cm.

Seleccionar: File, new model
Definir unidades: (fuerza, longitud y temperatura) Kgf, m, °C

Seleccionar: Grid Only
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MHumber of Grid Lines

= direction IE—
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£ direction |2—
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Numero de lineas de malla (Number of Grid Lines): X=6; Y=2, Z=2
Espaciamiento de la malla (Grid Spacing): X=0.5; Y=15; Z=0.60

Localizaciéon de la primera linea de malla (First grid line location): 0,0,0

Salvar el modelo creado

File, Save As ...

.+ Modelo SAP - Diserio 1 v - Wl Buscor Modelo SAP - Diseriol P |

Organizar = Nueva carpeta = - '91'

-

* Mombre Fecha de modifica... Tipo

- Bibliotecas I T T e = T "
E LaminaPlegada - Disefo 1 12/07/2011 22:34 SAP2000 sdb-File
:| Documentos = 2 i
[=] Imagenes
o' Miisica
B videos

# Grupo en el hogar |

‘M Equipo [
£, THo4TIIWOB (C:

w2
= ST

Mombre: LaminaPlegada - Disefio 1

Tipo: | SAP Model Files (*.5DB)

“ Ocultar carpetas l Guardar J I Cancelar l
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Editar datos de la malla

Define > Coordinate Systems Grids > Modify/Show System

Formulario: Define Grid System Data

Ingresar las distancias X, Y, Z desde el origen para conformar la malla

(para las distancias de la malla en la direccién X, ver la figura de la

seccion de la lamina plegada)

13¢| Define Grid System Data

Edit  Format
it - - Gnid Lines
System Name [GLoBAL |Kgf. m.C -l Quick Start...
wGrdData - -

| GidID | Oidinate | Line Type | isibiity | Bubble Log:._| Bubble Loc. «
1 B, 0. Primary Show End
2 B 04 Primary Show End
3 C 07 Frimary Show End BN
4 5] 15 Frimary Show End BN
5 E 18 Primary Show End RN
B F 22 Frimary Show End N
7
8 hd

— Gind Data — [~ Display Grids as-
Grid [D | Drdinate | Line Type | “isibility | Bubble Lcu::.| Bubble Loz, & * Ordinates (& Spacing
1 1 0. Primary Show Start L
2 2 15. Frimary Show St
3 [ Hide All Grid Lines
; [~ Glue ta Grid Lines
5
7 Bubble Size  |1.3125
g =
[-Z Grd Data - -
Feset to Default Color I

| GrdlD | Ordinate | Line Type | Visibility | Bubble Loc. | ﬂ

1 Z1 0. Frimary Shiow End i
Rearder Ordinat

2 z2 06 Primay | Show End s |
3
4
5
B
7 Ok Cancel
: -l
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Dibujo del modelo

En la vista X-Z, utilizando la herramienta i posicionar en Y=0, se

procede a dibujar los elementos (borde de la lamina plegada) utilizando

la herramienta |%“" I (Icono Draw Frame/Cable Element)
X o0 1410 Bt~ O T . S Y = 5| % |

Eile Edit View Define Bridge Draw Select Assign Analyze Display Design Options Tools Help

N W oo ¢ &P BLEPP fl3dy vy wlee &8 WHE % nfrgd-nd T~ @

=

Gl #xzruneav-0 [SEE] | # 20 vies ===
-

BREOQ Mm%/, -

B_&
7 i3

S

).(fg o

= i

i

gk

KZPlane &Y-0 #0.00 v0.00 2000 [GloAL  ~|[kgfmC v

Marcar todos los elementos dibujados: Select, select, all

Menu: Edit, extrude, extrude line to
areas (extruir lineas a areas): IR

Linear: dx=0; dy=15; dz=0; number=1; Lineat | Radisl | Advanced |
delete source objects (OK) ~ Property For &dded Objects

+ ||asEC =]

— Increment Data

dx IU.
dy [15
dz IU.

Mumber |1

v {Delete Source Objects

()4 I Cancel
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Se procede a definir la seccion ASEC1.:

Define, material: Add new material, Material property data

Datos:

Se asume concreto f'c=240 kg/cm?2
Tipo de material: concreto

Peso 2400 kg/m®

Moédulo de elasticidad:

E= 1500Q/fT = 1500Q 246 232379kg/ém  2323790000kd
Material Property Da —
General Data
b aterial Mame and Dizplay Calor |I'-1.-’-‘-.T .
b aterial Type | Concrete j
b aterial Mates b odiftpShow Maotes. . |
Weight and Mazs [Initg
wieight per Unit Yolume 2400 kaf, m, C -
b azs per Unit Yolume 24473119
|zatropic Property Data
Modulus of Elasticity, E 2323730000
Poizzon's Ratio, U .25
Coefficient of Thermal Expanzion, A 1.170E-05
Shear Moduluz, G 9 295E +08
Other Properties for Concrete baterials
Specified Concrete Compressive Strenath, f'o 2400000
[ Lightweight Concrete
Shear Strength B eduction Factor

| Switch To Adwvanced Property Display

Cancel
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Definir, propiedades de la seccion, area sections
Define, section properties, area sections; Add new sections

" Shell Section Data

Section Mame LapIMA
Section Motes Modify/Show.. |

Dizplay Color .

— Type
= Shell - Thin
i+ Shell - Thick
" Plate - Thin
i~ Plate Thick
i Membrane
" Shell - Lavered/Maonlinear
b odify S how Layer Definition. ..

— b aterial
Material Name e

M aterial Angle

— Thicknesz

kembrane )
Bending ID-1|

— Concrete Shell Section Design Parameters

b odifnsShove Shell Dezign Parameters... |

Thermal Properties... |

Set Modifiers. . |

— Stiffness Modifiers "Temp [Dependent Properties —

Cancel |

NOTA: No se coloca un modificador para el peso (Set modifiers... Weigth
modifier: 1) a fin de considerar el peso del concreto como carga muerta para la
estructura.
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Asignar tipo de seccion a los elementos
Seleccionar todos los elementos: Select, select, all (6 Ctrl+A)

Assing, area, sections, LAMINA, OK

Sections Select Section Type Tao Add
ASECT |shel |
Mane Click to:

Add Mew Section...

Add Copy of Section....

Madify/Show Section. ..

Delete Section

Cancel
FK{ Area Sections E'@
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Definir apoyos
Seleccionar la vista X-Z
Seleccionar los extremos de la estructura (Ilcono L4 ). Para cada
apoyo:

Seleccionar nodos inferiores (apoyos)

154/ SAP2000 v14.1.0 Advanced - (Untitled)
Ele Edt View Define

Bridge Draw Select Assign Anslyze Display Design Options

Tools Help

D@ Moo /62 BDAPL M 3y wlEwda ¢5 %8 4

G frdsend | T

(Gl] 2 s sectons =)

B Area Sections

F&rErr=]

B REAOA E, /o

Al

4 Paints Selected ®000 Y000 2000 [GLoBaL  ~[KgimC  ~|

Assing, Joint, Restrains...

’
Joint Restraints

— Restraintz in Jant Lacal Direchions

[T Translation 1
[T Translation 2
[v Tranzlation 3

[~ Rotation about 1
[~ FRotation about 2
[~ FRotation about 3

— Fast Restraints

NS

Cancel |

Se coloca la restriccion Z (traslacion 3) para el modelo de viga

simplemente apoyada.
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Definir cargas sobre la estructura

Define, Load patterns... Definir nuevo patron de cargas: LIVE

-

Define Load Patterns

r— Load Pattem

Load Pattern Name

Self Weight
Multiplier

Type

r Click To

Auto Lateral |
Load Pattern

Add Mew Load Pattem

LIVE

LIWE

=1

Modify Load Pattem

DEAD DEAD |‘I

Fodify Lateral Load Pattern...

Delete Load Pattem

g
4
i

Show Load Pattern Motes... I

ak |

Cancel |
Seleccionar todos los elementos: Select, Select, All (Ctrl+A)
Assing, area loads, uniform Shell

— Load FPattern Mame

+|uwe

=]

— Unifarm Load

Load |25|:I
Coord Spstem IGLEIB.E-.L vI

Gravity Projeiid

Dhirection

Uritg——
’V IKgf, m, C vI
Options

= Add to Existing Loads

* Replace Existing Loads

= Delete Existing Loads

Cancel |
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i, Area Uniform (LIVE) (GLOBAL) = EER ==

/

Lamina plegada — disefio 1. Carga viva uniformemente distribuida (250 kg/m2)
en direccion de la proyeccion de la gravedad.

IMPORTANTE: Para efectos de este estudio, la carga uniforme se aplica
en la direccion de la proyeccion de la gravedad _ (Gravity Projected), lo
cual equivale a aplicar la carga en la longitud del plano medio de la
seccion transversal proyectada sobre la horizontal, en este caso, en una

longitud de 2.20m.
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Definir combinaciones de cargas

Define, Load Combinations, Add new combo ...

5 h
e

Load Combination Name [Uzer-Generated) IEDME'” i
M otes ModifyShow Motes. .. |
Load Combination Type Linear Add LI
— Ophions
Corwert to Uzer Load Combo Create Monlinear Load Caze from Load Combo |

— Define Combination of Load Caze Results

Load Caze Mame Load Caze Type Scale Factor
LIVE | |Linear Static [1.7
DEAD Linear Static 1.4
Add
b odify |
Delete |
Cancel I

Se crea una combinacion de cargas COMB1: 1.4D + 1.7L
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Mallado de elementos de lamina

Seleccionar todos los elementos (Select, Select, All)

Assing, Area, Automatic area mesh

Se ha mallado cada elemento individual de la lamina plegada en 16

elementos

T A

{7 Mo Auto Meshing
+ Mesh Area lnto This Mumber of Objects  (Quads and Trangles Only)

Along Edge from Point 1 to 2 I‘I
Along Edge from Point 1 to 3 |181

7 Mesh Area Into Objects of This Maximum Size [Quads and Triangles Only)

Along Edge from Paint 1 ta 2 |
Along Edoe hom Paoint 1 ta 3 |

" Mesh Area Based On Points OnArea Edges [Quads and Triangles Only)

Paints Determined From:
[ Intersections of Shraight Line Objscts It Meshing Group tWith Area Edges

" Mesh Area U sing Cookie Cut Based On Poirt Objects 10 Meshing Group
Rotation of Cut Lines From Area Local Axes [Deg)

 Mesh Area Using General Divide Tool Based On Points and Lines In Meshing Group

b arimurn Size of Divided Object

- Meshing Group T

= Uit

[aLL Bl ‘

[kat,mE |

- Sub Mesh Option

& Sub Mesh As Required To Obtain Elements Mo
Larger Thar The Specified Masimurn Size

I awirnurm Sub Meshed Size I

- Local Axes For &dded Foints
[~ Make same on Edge i adiacert comers have same local axes definition

1T Make same on Face if all comers have same local akes definition

- Restraints and Constraints For Added Paint

[~ Add on Edge when restraints/constraints exist at adjacent comer points
[&pplies if added edge point and adjacent corer points have game local akes definition]

[~ Add on Face when restraints/constraints exist at all comer points
[&pplies if added face point and all comer points have same local ases definition)

LCancel I
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5 Automatic Area Object Mesh =] =]

Elementos de lamina mallados en 16 elementos finitos cada uno.

Analizar la estructura

Analize, Run analysis: Run now

Set Load Cases to Run

 Click. to:
Caze Mame Type Statuz Action Run/Do Mot Fun Case |
DEAD Linear Static Finished Rur
MODAL Madal Moot Fun Do niot Run Show Case... |
LIVE Linear Static Finizhed Run
Delete Results for Case |
RundDo Mot Run &l |
Delete All Results |
Show Load Case Tree... |
—Analysis Monitor Ophions [ ModerAlive
7 Always Shav | il
7 Mever Show
¢ Shaw After |4 seconds oK I Eeree]
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CAPITULO VI
CALCULOS REALIZADOS

6.1 Modelos analizados

Se ha realizado el modelamiento de 5 disefios de laminas plegadas y se ha
procedido a calcular la flecha maxima en el centro de la luz utilizando el
programa SAP y el método de la viga equivalente, como se presenta a

continuacion.

Para la flecha maxima calculada con el programa SAP, se ha tomado el valor
promedio reportado en cada uno de los nodos del centro de la luz en razén de
gue dichos desplazamientos no son iguales, como se asume para el caso de la
viga equivalente. Esto, a fin de poder determinar el grado de aproximacion del

modelo de viga frente al modelo de lamina plegada.

De igual manera y Unicamente a efectos de verificar la precision del modelo de
viga desarrollado, se corrié todos los modelos de viga equivalente utilizando el
mismo programa SAP.
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LAMINA PLEGADA - DISENO 1

Area del poligono :

n-1

4= % ; (X, Y1 — ¥i%i)

Cuando i=n-1, entoncesx, =x, y ¥

In

=Y,

Centroide:

n—

¢ (xi—l + xi)(xiyi—l

Y, = z‘(}',._1 +v) XY —vx.)/ (3A4)

i=0

- yz'xi—l) / (3A)

o
Il
A

Cuando i=n—1 serequiere quex, =x, yy, = ¥,

Momento de area de segundo orden
conrespectoa losejes XeY

n—1
n 2
Ay Z(},’ + Y Vi + V)4
12 i3

1 n-1
I = —Z:(xi2 +X, X, +X,)a,
T1243

en donde:
a =Xy, —X.)

i i/ i+ i

cuando i =n—1 se requiere que x, =x, Y, = ¥,

/ 660 \
7/ e AN\
/o AN\
-1.50 -1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00 1.50
Lamina Plegada - Disefio 1
Punto (i) X Yi xiYi+1-YiXir1 Xc(i) Yei) IX; IX-x' ly; ly-y'
0 -1.10 0.00 0.00 0.00 0.00 0.000000 0.000000
1 -0.67 0.00 -0.40 0.42 -0.24 -0.144525 -0.333567
2 -0.37 0.60 -0.44 0.00 -0.53 -0.478351 -0.060340
3 0.37 0.60 -0.40 -0.42 -0.24 -0.144525 -0.333567
4 0.67 0.00 0.00 0.00 0.00 0.000000 0.000000
5 0.67 0.00 0.00 0.00 0.00 0.000000 0.000000
6 1.10 0.00 0.11 0.24 0.01 0.001100 0.399300
7 1.10 0.10 0.04 0.07 0.01 0.001107 0.094054
8 0.73 0.10 0.47 0.54 0.37 0.267068 0.484866
9 0.43 0.70 0.60 0.00 0.84 0.886796 0.112012
10 -0.43 0.70 0.47 -0.54 0.37 0.267068 0.484866
11 -0.73 0.10 0.04 -0.07 0.01 0.001107 0.094054

Omar Cueva C.

P&gina 57



e

UNVERSIDAD OF CUENCAL

# " Universidad de Cuenca

12 -1.10 0.10
13 -1.10 0.00

0.11 -0.24 0.01 0.001100 0.399300
0.00 0.00 0.00

5.4829E-02 | 1.1175E-01

0.2942 0.0000 0.3500 | 0.018793689 | 0.11174803

Area Xc Yc | Inercia x'-x' | Inerciay'-y'

NOTA: Para convertir la inercia con respecto a los ejes X e Y (ejes globales) a la inercia con respecto a

los ejes xX'-x' e y'-y' (ejes centroidales), se aplica el teorema de Steiner.
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LAMINA PLEGADA - DISENO 2

Area del poligono :

n-1

Centroide:

n—

o
Il
o

i=0

¢ (xi—l + xi)(xiyi—

4=Y PUCEREEER

Cuando i=n-1, entoncesx, =x, y )

Ye = Z(yi-l + Y )XYy —

./)l

1 ,"1xi-1) / (3A)

YiXq)/ 4)

Cuando i=n—1 serequiere quex, =x, yy, = ¥,

=¥,

Momento de area de segundo orden
con respecto alosejesXeY

n—-1
5 2
L=55 2,07 + 35+ yla

n—-1

' ——Z(r +X, X, X))
en donde:
a \x‘z A1 z-l-‘

cuando i =n—1 se requiere que x, =x, VJ,

Yo

— 660 N
A e Y
-1.50 -1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00 1.50
Lamina Plegada - Disefio 2
Punto (i) X yi xiYi+1-YiXis Xe(i Yei) IX; Ix*-X' ly; ly™-y’
0 -1.10 0.00 0.00 0.00 0.00 0.000000 0.000000
1 -1.05 0.00 -0.28 0.59 -0.08 -0.020461 -0.934544
2 -1.05 0.27 -0.53 0.76 -0.46 -0.312102  -0.872814
3 -0.39 0.60 -0.47 0.00 -0.56 -0.503103  -0.070200
4 0.39 0.60 -0.53 -0.76 -0.46 -0.312102 -0.872814
5 1.05 0.27 -0.28 -0.59 -0.08 -0.020461  -0.934544
6 1.05 0.00 0.00 0.00 0.00 0.000000 0.000000
7 1.10 0.00 0.39 0.86 0.14 0.049589 1.421117
8 1.10 0.36 0.62 0.94 0.66 0.539772 1.142492
9 0.41 0.70 0.58 0.00 0.81 0.847491 0.097768
10 -0.41 0.70 0.62 -0.94 0.66 0.539772 1.142492
11 -1.10 0.36 0.39 -0.86 0.14 0.049589 1.421117
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-1.10

0.00

0.00 0.00 0.00
7.1499E-02 | 1.2834E-01
0.2622 0.0000 0.4944 1 0.007399874 | 0.12833912
Area Xc Yc | Inercia x'-x' | Inercia y'-y'

NOTA: Para convertir la inercia con respecto a los ejes X e Y (ejes globales) a la inercia con respecto a

los ejes x'-X' e y'-y' (ejes centroidales), se aplica el teorema de Steiner.
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LAMINA PLEGADA - DISENO 3

Area del poligono :

n-1

4= % ; (X, Y1 — ¥i%i)

Cuando i=n-1, entoncesx, =x, y ¥

In

=Y,

Centroide:

n—

Momento de area de segundo orden
con respectoa losejes XeY

1 n-1 5 2
I.=— Z(}I. Y, Via + V)4,
12 i3

A 1 n—1 5 N

X = (xi—l +xi)(xiyi—l - y(xi—l) / (-’A) 11- = —Z(\‘; +X; X, T+ x;_l)a,.
i=0 1243
n-1 )

Ye = Z(J"i-l + yi)(xiyi-l _yixi-l) / (3A) Bilionds:
=0 4 =X YViq X

Cuando 7=n—1se requiere que x, =x, ¥¥, =¥| |cuando i=n—1 se requiere que x, =X, YV, = ¥,

/ -JC \\
~ 0-40 NN
-~ N
= U oU TN
-1.50 -1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00 1.50
Lamina Plegada - Disefio 3
Punto (i) X Yi xiYi+1-YiXir1 Xc(i) Yei) IX; IX-x' ly; ly*-y'

0 -1.10 0.00 0.00 0.00 0.00 0.000000 0.000000
1 -0.65 0.00 -0.17 0.23 -0.05 -0.012666  -0.221703
2 -0.65 0.27 -0.39 0.25 -0.33 -0.225997  -0.163154
3 0.00 0.59 -0.39 -0.25 -0.33 -0.225997  -0.163154
4 0.65 0.27 -0.17 -0.23 -0.05 -0.012666  -0.221703
5 0.65 0.00 0.00 0.00 0.00 0.000000 0.000000
6 1.10 0.00 0.11 0.24 0.01 0.001100 0.399300
7 1.10 0.10 0.04 0.06 0.01 0.001050 0.090913
8 0.75 0.10 0.17 0.26 0.07 0.026424 0.292235
9 0.75 0.33 0.53 0.40 0.55 0.445448 0.297802
10 0.00 0.71 0.53 -0.40 0.55 0.445448 0.297802
11 -0.75 0.33 0.17 -0.26 0.07 0.026424 0.292235
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12 -0.75 0.10
13 -1.10 0.10
14 -1.10 0.00

0.04 -0.06 0.01 0.001050 0.090913

0.11 -0.24 0.01 0.001100 0.399300

0.00 0.00 0.00 0.000000 0.000000

3.9226E-02 | 1.1590E-01

0.2865 0.0000 0.3038 | 0.012783732 | 0.11589883
Area Xc Yc | Inerciax-x' | Inerciay'-y'

NOTA: Para convertir la inercia con respecto a los ejes X e Y (ejes globales) a la inercia con respecto a

los ejes x'-x' e y'-y' (ejes centroidales), se aplica el teorema de Steiner.
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LAMINA PLEGADA - DISENO 4

Area del poligono :
n-1
4= % Z (X, Y1 — ¥i%i) _
=0 Momento de area de segundo orden
Cuando i=n—1, entoncesx, =x, y v, =¥, con respectoa losejes X e Y
1 n—1 5 5
Centroide : Ix - E ;(}’i + .}/i }/i-l + }/i—l )ai
n-1 1 n—-1
X, =) (X X)XV — X)) /(34) I}. = —Z:(\‘I2 +ax.. .\‘iz_l)ai
i=0 12 i=0
< en donde:
Ye = Z(yi-l + )XY —¥i%)/ (34) .
=0 4 =X YViq X
Cuando 7=n—1se requiere que x, =x, ¥¥, =¥| |cuando i=n—1 se requiere que x, =X, YV, = ¥,
/ n-JC \\
A o NN
é/ al 0.30 \\§
-2.00 -1.50 -1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00 1.50 2.00
Lamina Plegada - Disefio 4
Punto (i) X Yi xiYi+1-YiXir1 Xc(i) Yei) IX; IX-x' ly; ly*-y'
0 -1.41 0.00 0.00 0.00 0.00 0.000000 0.000000
1 -1.19 0.00 -0.71 0.84 -0.42 -0.249151  -0.996606
2 0.00 0.59 -0.71 -0.84 -0.42 -0.249151  -0.996606
3 1.19 0.00 0.00 0.00 0.00 0.000000 0.000000
4 1.41 0.00 1.00 1.41 0.70 0.496601 1.986400
5 0.00 0.71 1.00 -1.41 0.70 0.496600 1.986387
6 -1.41 0.00 0.00 0.00 0.00 0.000000 0.000000
4.1242E-02 | 1.6496E-01
0.2907 0.0000 0.3258 | 0.010385856 | 0.16496464
Area Xc Yc | Inercia x-x' |Inerciay'-y'
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NOTA: Para convertir la inercia con respecto a los ejes X e Y (ejes globales) a la inercia con respecto a
los ejes x'-x' e y'-y' (ejes centroidales), se aplica el teorema de Steiner.
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LAMINA PLEGADA - DISENO 5

Area del poligono :

n-1

4= % ; (X, Y1 — ¥i%i)

Cuando i=n-—1, entonces x, =x, ¥ ¥, =¥,

In

Momento de area de segundo orden
con respectoa losejes XeY

1 n—1 5 5

Centroide : I = 0 ;(}’i + Y Via Vi),

= l n—-1

- 9 " -~

X =2 (g + X))y~ vx,) / B4) I, == (x} +x,x,, +x.,)q,

i=0 - 12 Y

S en donde:
Ye= Z(J"i-l + yi)(xiyi-l _yixi-l) / (3A) '

i=0 a =Xy, —X.V

1 17 1+

Cuando 7=n—1se requiere que x, =x, ¥¥, =¥| |cuando i=n—1 se requiere que x, =X, YV, = ¥,

070 <
/o6 N
é/ ” 050 \\s
e 6.10 AN
A 0.00 ™N
-2.50 -2.00 -1.50 -1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50
Lamina Plegada - Disefio 5
Punto (i) X Yi xiYi+1-YiXir1 Xc(i) Yei) IX; IX-x' ly; ly*-y'
0 -2.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.000000 0.000000
1 -1.59 0.00 -0.95 1.88 -0.57 -0.343049 -3.134682
2 -0.39 0.60 -0.47 0.00 -0.56 -0.503103 -0.070200
3 0.39 0.60 -0.95 -1.88 -0.57 -0.343051  -3.134720
4 1.59 0.00 0.00 0.00 0.00 0.000000 0.000000
5 2.00 0.00 0.20 0.80 0.02 0.002000 2.400000
6 2.00 0.10 0.04 0.14 0.01 0.001165 0.381268
7 1.61 0.10 1.09 2.20 0.87 0.619637 3.730034
8 0.41 0.70 0.58 0.00 0.81 0.847491 0.097768
9 -0.41 0.70 1.09 -2.20 0.87 0.619637 3.730034
10 -1.61 0.10 0.04 -0.14 0.01 0.001165 0.381268
11 -2.00 0.10 0.20 -0.80 0.02 0.002000 2.400000
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12 -2.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.000000 0.000000
7.5324E-02 | 5.6506E-01

0.4283 0.0000 0.3500 | 0.022854057 | 0.56506425

Area Xc Yc | Inerciax-x' | Inercia y'-y'

NOTA: Para convertir la inercia con respecto a los ejes X e Y (ejes globales) a la inercia con respecto a

los ejes x'-X' e y'-y' (ejes centroidales), se aplica el teorema de Steiner.

Omar Cueva C.

Pagina 66




CALCULO DE LA FLECHA MAXIMA

DESCRIPCION

DISENO 1

DISENO 2

Lamina plegada:
Esquema:

Area de la lamina:
Momento de Inercia X' - x' de la lamina:

Viga equivalente:
Ancho
Alto
Area:
Factor de correcién geométrico k (seccion rectangular)
Area de cortante A/k
Momento de Inercia x' - X":

Relacion Area de lamina / Area de viga:

Datos para el célculo de la flecha méaxima
Luz total L:

Carga muerta
Peso del concreto reforzado:
Carga muerta por metro lineal:

Carga viva
Carga viva por metro cuadrado:
Carga viva por metro lineal de viga:

Combinacién de carga 1.4D + 1.7L
Carga uniforme g por metro lineal de viga:

Médulo de elasticidad E:
Coeficiente de Poisson (concreto) v:
Maodulo de cortante G:

| G = _E
2(1+v)

Flecha méaxima (carga uniforme distribuida):

Flecha méaxima por flexion:

Omar Cueva C.
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0.2941648
0.018793689

2.2
0.468011872

1.029626118
1.2
0.858021765

0.018793689

0.2857006

15

2400
705.99552

250
550

1923.393728
2323790008

0.2
968245836.6

_ 5qr

Winax = + -
384E1 8GA

0.029031073

kg/m3
kg/ml

kg/m2
kg/ml

kg/ml
kg/m2

kg/m?

ql’

m

0.26218473 m?
0.00739987 m*

2.15 m
0.34566524 m

0.74318027 m?
1.2
0.61931689

0.00739987 m*

0.35278752

15 m

2400 kg/m®
629.24334 kg/ml

250 kg/m®
537.5 kg/ml

1794.69068 kg/ml
2323790008 kg/m?

0.2
968245837 kg/m®

0.06879743 m
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Flecha méxima por cortante:
A) Flecha maxima del modelo de viga equivalente, Way :

Error de flecha méxima sin considerar cortante:
B) Flecha maxima promedio calculada con el SAP:
Error entre los dos modelos Ay B (%):
Viga equivalente calculada con el SAP
Deflexion maxima en centro de la viga;

Modificador de propiedad de peso
Relacién area de lamina / area de viga:

6.51144E-05
0.029

0.22

0.032

8.79

0.0297

0.2857

%

%

8.4175E-05
0.069

0.12

0.074

6.92

0.0687

0.3528

%

%

Omar Cueva C.
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CAPITULO VII
CONCLUSIONES

El procedimiento desarrollado en el presente estudio se resume como sigue:

Se eligieron 5 disefios de laminas plegadas con formas variadas, desde
relativamente elaboradas como los disefos 1, 2 y 3 hasta simples como
los disefios 4y 5.

Para efectos de evaluacion, la flecha maxima (en el centro de la luz de la
lamina) calculada con el programa SAP, se calculé como el promedio de
las flechas en cada punto de “quiebre” o arista de la seccién media de la
lamina plegada. Cabe precisar que la flecha en los extremos de la
seccion central de la lamina, son ligeramente mayores que la flecha en
el “lomo” (parte superior) de esta seccion.

En general, en una seccion transversal de la lamina plegada, la flecha
no es igual en cada punto de quiebre de la lamina plegada, a diferencia
del modelo que se utiliza en la teoria de vigas en el cual se considera
gue la flecha es la misma en toda la seccion transversal.

Por ejemplo, las flechas en cada quiebre de la seccién transversal en el
centro de la luz de la lamina del disefio N° 3 son las siguientes:

4

3

Vg ®

Punto:

1 2 3 4 3 2' r

Flecha:

0.0455 | 0.0449 | 0.0449 | 0.0444 | 0.0449 | 0.0449 | 0.0455

Omar Cueva C.

Figura 7-1. Flechas calculadas por el MEF en cada punto de quiebre de
la lamina del disefio N° 3.
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FLECHAS EN LAMINA PLEGADA N2 3

0.0442

0.0444
0.0444 /\
0.0446
0.0448 0-0449—0.04

\n/!/! 9 0.0449

0.045 \/\

0.0452 / \
0.0454 0."’!Z \\/I 55

0.0456

Flechas

Asi mismo, las flechas en cada quiebre de la seccién transversal en el
centro de la luz de la lamina del disefio N° 5 son las siguientes:

@ | @

Punto: 1 2 3 3 2’ T

Flecha: 0.0687 | 0.0657 | 0.0595 | 0.0595 | 0.0657 | 0.0687

Figura 7-2. Flechas calculadas por el MEF en cada punto de quiebre de
la lamina del disefio N° 5.
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0.058 ! : : !

0.0595..0.0595
0.06 / \
0.062 / \
0.064
o.c?é 0\&657
0.066
0.068 0 (f}/ \a \0387

0.07

Flechas

En todos los casos, la flecha calculada en la seccion central de la lamina
plegada por el MEF tiene un valor mayor que la flecha calculada por el
meétodo de la viga equivalente.

En general, el modelo de lamina plegada calculado por el MEF representa con
mayor precision su comportamiento fisico, porque permite considerar los
efectos reales que se producen (estado resistente tipico de flexién, cortante y
muy particularmente de membrana), a diferencia del modelo de viga
equivalente en el cual el efecto fundamental es el de flexion como en la viga de
Bernoulli, en virtud de que el efecto de cortante se vuelve despreciable, porque
la viga “equivalente” a una lamina plegada no seria, practicamente en ningun
caso, abordable como una viga de Timoshenko.

Por tanto, la gran diferencia observada en el célculo de la flecha entre los dos
modelos, permite concluir que el método de la viga equivalente puede tomarse
como un procedimiento preliminar para la estimacion aproximada de la flecha
de una lamina plegada, pero en ningun caso como un meétodo preciso para
otros analisis estructurales.

OCC
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