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Resumen

El presente trabajo introduce el principio de la tensegridad como sistema viable
para estructuras ligeras en nuestro medio y su aplicacion enfocada a cubiertas
de grandes luces.

La importancia de este trabajo académico esta en la exploracion de sistemas
estructurales alternativos a los tradicionales generalmente usados. Una de las
ventajas de la tensegridad es concebir grandes luces con pesos relativamente
bajos en comparacién con otros sistemas. La rigidez y estabilidad del sistema
se logra debido a un pretensado inicial en los elementos estructurales.

La geometria es el aspecto mas importante de una estructura. Existen diversas
formas que pueden lograrse con el principio de tensegridad. Algunas opciones,
propuestas en la literatura técnica, fueron analizadas. Se generaron modelos
digitales para obtener una configuracion geométrica adecuada. Se construy6
un modelo a escala de la estructura propuesta con el fin de entender de mejor
manera el comportamiento de estos sistemas.

Se realiz6 una revision de la literatura de los métodos para: la biusqueda de
forma, establecer la distribucion y nivel de pretensado y el calculo; guiados al
disefio de estas estructuras. El procedimiento fue asistido por software como
herramienta de calculo.

Se establecieron las cargas y combinaciones de cargas para el
dimensionamiento de los elementos (cables, barras) que constituyen la
estructura propuesta.

Se analizé la viabilidad del proyecto en nuestro medio desde el punto de vista
tecnologico, verificando la disponibilidad de los materiales para construir un
proyecto de tales caracteristicas.

Se llega a un disefio de la estructura para la aplicacion, que cumple con los
pardmetros de servicio, duracion y estabilidad. Se evidencian las ventajas y
desventajas del sistema.

Palabras clave: Tensegridad, cubiertas de gran luz, busqueda de forma,
estructuras pretensadas, estructuras livianas.

Luis Alberto Ochoa Peralta 2
Paul Fernando Orellana Ochoa



Universidad de Cuenca
Facultad de Ingenieria

Abstract

The present research work introduces the principle of tensegrity as a viable
system for lightweight structures in Ecuador and its application to large span
roofs.

The importance of this academic work is the exploration of alternatives to the
traditional used structural systems. One of the advantages of tensegrity is to
conceive large spans with relatively low weights in comparison with other
systems. The stiffness and stability of the system is achieved due to an initial
prestress of the structural elements.

Geometry is the most important aspect of a structure. There are several shapes
that can be achieved with the principle of tensegrity. Some options proposed in
the literature were analyzed. Digital models were generated to obtain a suitable
geometric configuration. A scale model of the proposed structure was built in
order to better understand behavior of these systems.

A literature review was conducted on methods for: form finding, distribution and
calculation of level of prestress guided to the design of these structures. The
procedure was assisted by software tools.

The viability of the project was analyzed in our country from the technological
point of view, verifying the availability of the materials to construct a project of
such characteristics.

A design of the structure was achieved for application, which complies with the
service, duration, and stability requirements. The advantages and
disadvantages of the system were shown.

Key words: Tensegrity, large span roofs, form finding, prestressed structures,
lightweight structures.
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1 Introduccidn

1.1 Introduccion y Antecedentes

Una estructura constituye un sistema en tensegridad si se encuentra en un
estado de autoequilibrio estable, formado por elementos que soportan
compresion aislados unos de otros y elementos que soportan traccion. En las
estructuras de tensegridad, los elementos sometidos a compresion suelen ser
barras, mientras que los elementos sometidos a traccion estan formados por
cables. El equilibrio entre esfuerzos de ambos tipos de elementos dota de
forma y rigidez a la estructura. Esta clase de construcciones combina amplias
posibilidades de disefio junto a gran resistencia, asi como ligereza y economia
de materiales.

Los primeros ejemplos que se pueden denominar estructuras de tensegridad
fueron realizados por el artista ruso Karl loganson, presentados en la
Exhibicién de Obmokhu — Rusia, en 1921. En 1920, en su estudio del equilibrio,
ahora perdido y s6lo conocido por fotos y descripciones, loganson equilibra tres
postes inclinados que no se tocan y trabajan a compresién con una cuerda
continua tensada que une los postes de vértice a vértice (Burkhardt, 2004).

En la década de los 40, durante el afio 1948 el joven artista lamado Kenneth D.
Snelson elabor6 una pequefia escultura nunca antes vista a la que llamo “Early
X piece” basada en dos X de madera unidas con nylon de tal manera que estas
no se tocan entre si. Este modelo generd en la mente del famoso inventor y
artista Richard Buckminster Fuller un principio que posteriormente denominaria
“tensegrity” (Garcia Barreno, 2009).

El término “tensegrity”, en espafiol tensegridad, se forma de la contraccion de
las palabras “tensional integrity” que se traducen como integridad tensional, es
decir que los elementos sometidos a tensién que conforman la estructura son
los responsables de generar una forma Unica y a su vez de dar un equilibrio a
la misma (Garcia Barreno, 2009).

Desde que se vio por primera vez la early X piece y se escuch6 del termino
tensegridad en el campo de la escultura hasta que fue introducido en el campo
de la arquitectura y la ingenieria tuvieron que pasar varios afios. Surgieron
muchas definiciones planteadas por autores de acuerdo a sus propias
conclusiones e investigaciones, pero todos llegan a un punto en comun;
compresion en barras generada por la tension de cables que produce un orden
de los elementos en una forma uUnica. Para establecer la tensegridad en el
campo de la ingenieria, especificamente en el campo de las estructuras, se
utilizara la definicion de Pugh debido a su claridad:

Luis Alberto Ochoa Peralta 12
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“‘Un sistema tensegritico se establece cuando un conjunto de elementos a
compresion discontinuos interactia con un conjunto de elementos a traccion
continuos para definir un volumen estable en el espacio” (Pugh, 1976).

Una definicion basada en las propiedades matematicas del sistema es la
siguiente:

“‘Una tensegridad es un conjunto ordenado finito de puntos en un espacio
euclideo, con una determinada configuracion, de los cuales ciertos pares de
esos puntos, llamados cables, estan obligados a no separarse, y el resto de
pares de esos puntos, llamados barras, estan obligados a no unirse”
(Charalambides, 2004).

Desde el punto de vista estructural la tensegridad ha demostrado algunas
caracteristicas similares a todas las estructuras pretensadas, tales como redes
de cables y membranas estructurales.

Una caracteristica principal de las lineas de compresiones de las estructuras de
tensegridad es su discontinuidad, es por ello que se las conoce como
“estructuras de compresioén flotante” o como lo describe Richard B. Fuller son
“islas de compresiones en un mar de tracciones”.

Desde los primeros estudios centrados en las estructuras tensegriticas, el
empleo del sistema en grandes obras de ingenieria ha revolucionado técnicas
constructivas y de disefio, muchas de dichas obras sirvieron de plataforma para
otras posteriores, entre las mas importantes se destacan:

“The Needle Tower”, Figura 1.1, obra del escultor Kenneth Snelson en el afio
1968, es una torre conica de aluminio y acero inoxidable que da muestra de la
tensegridad pura por su visible integridad estructural debido a la tension de los
cables, actualmente se encuentra fuera del Museo Hirshhorn y Jardin de las
Esculturas en Washington.

“Georgia Dome”, inaugurado el 1 de marzo de 1992 se convirtié en la cubierta
mas grande del mundo con dicha tipologia estructural con un largo de 234
metros y un ancho de 185 metros, cubriendo un area de 37200 m?. A pesar de
gue no se trata de tensegridad pura debido a que se ancla en un anillo de
hormigon, los cables tiran de los postes con igual fuerza en todas direcciones
para formar fuertes triangulos tensos lo que en si enuncia el principio del
sistema.

“Kulirpa Bridge”, Figura 1.2, inaugurado el 4 de octubre de 2009 para uso
peatonal sobre el rio Brisbane en Australia, es el puente de tensegridad mas
grande del mundo. El equilibrio de los componentes de tension y compresion
crea una estructura ligera increiblemente fuerte, tiene 470 metros de largo con
un tramo principal de 128 metros de luz libre.

Los sistemas en tensegridad agregan un alto valor arquitecténico a las
estructuras resultantes, la estética elegante de estas estructuras es notable. En
la actualidad el empleo de la tecnologia y de mejores practicas constructivas
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aplicables a esta tipologia estructural ha permitido muchos avances, y cada vez
son mas los usos dados a dicho principio.

En el presente estudio se pretende explorar esta reciente tipologia de
estructuras en el campo de la ingenieria civil, introducir al medio y dar a
conocer la tensegridad como una posibilidad de construcciéon en el pais,
especificamente en el disefio de cubiertas. Las cubiertas tensegriticas permiten
grandes luces con un peso liviano en comparacion con otros sistemas
estructurales. Se pretende evidenciar las ventajas del sistema y sobretodo que
el estudio sirva como una antesala a nuevos proyectos con tipologias nuevas
en el medio, innovando mas alla de los limites actuales en la construccion.

Figura 1.1 The Neddle Tower, Museo Figura 1.2 Kurilpa Bridge, Australia.
Hirshhorn y Jardin de Esculturas, Washington

1.2 Justificacioén

Uno de los problemas que afronta la ingenieria civil es la necesidad de cubrir
grandes luces sin apoyos intermedios y asi aprovechar al maximo el espacio
cubierto, tal es el caso de estadios, coliseos, teatros entre otros. La tensegridad
brinda una solucién interesante a dicho problema con una ligereza global de la
estructura asi como también el ahorro de materiales.

En la actualidad en el Ecuador los métodos y tipologias utilizadas para dar
respuesta a la necesidad de cubiertas de luces grandes son las convencionales
usadas por mucho tiempo. Se expone y se pretende introducir la tensegridad
como sistema estructural alternativo valido e innovador en nuestro medio.

Una estructura y su forma se relacionan de manera Unica, es decir, la una
afecta directamente a la otra y viceversa. De este modo, cualquier cambio en la
apariencia final implica un cambio en el comportamiento de la estructura. Esto
evidencia la interaccién que debe existir entre la Ingenieria y la Arquitectura. La
tensegridad combina perfectamente estos dos campos ya que la forma
responde directamente a razones estructurales, los elementos se orientan de
modo que sus ejes coinciden con las trayectorias de los esfuerzos. Las
estructuras resultantes tienen ademas un gran valor estético.

Luis Alberto Ochoa Peralta 14
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1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo General

Exponer la tensegridad como alternativa en el campo de la ingenieria
estructural en nuestro medio a través del estudio y disefio de una cubierta
utilizando este sistema.

1.3.2 Objetivos Especificos

¢ Definir una configuracion geométrica apta para la aplicacion propuesta.
e Realizar una propuesta de disefio.
e Evidenciar las ventajas y desventajas del sistema.

e Construir un modelo a escala de una cubierta en tensegridad.

Luis Alberto Ochoa Peralta 15
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2 Marco Teorico

2.1 Definicion

El término original planteado por Buckminster Fuller, “tensegrity”, proviene de la
contraccion de las palabras: “tensional Integrity” (Fuller, 1962). Entonces
parece l6gico que su analogo en espafiol resulte de la contraccion de
‘integridad” y “tensional”; si ademas, para conseguir similitud fonética, se
respeta el orden de las palabras propio del inglés, se obtiene “tensegridad”
(Jauregui, 2007). Varios textos en espafol usan el término “tensegritico/a”
como adjetivo para denotar a estructuras o sistemas que se encuentran en
tensegridad.

Varias definiciones se han planteado a través de los afios por investigadores
que trataron el tema desde distintas disciplinas, desde lo completamente
artistico, pasando por la arquitectura hasta la ingenieria de estructuras. Si bien
estas definiciones tienen puntos en comun, cada una resalta las cualidades de
la tensegridad desde su propia perspectiva. De este modo, todas las
definiciones se complementan para dar una visiébn general del concepto y de
sus potenciales aplicaciones. Diaz (Diaz Herrada, 2014) y Blanco (Blanco
Blanch, 2010) presentan una interesante recopilacion de definiciones
presentadas por diversos autores, entre las cuales estan:

“Pequenas islas de compresion en un mar de tensiones” (Fuller).

“Tensegridad describe un principio en el que la forma estructural esta
garantizada por un numero finito cerrado, integral, con tension continua en el
sistema y no por las conductas exclusivamente locales de los miembros de
compresion discontinua...” (Fuller).

“La reciente invencidn se refiere a una estructura novedosa y mejorada de
elementos alargados que se colocan por separado, ya sea en tensién o en
compresion para formar un entramado, los miembros de compresion estan
separados entre si y los miembros de tension estan conectados entre si para
formar una red de tensién continua” (Snelson).

El conjunto se encuentra en un estado de auto tension y es auto estable
(Jauregui, 2004). Esto implica que en ausencia de fuerzas o apoyos externos al
sistema, las Unicas cargas a las que se someten dichos elementos se deben al
pre-esfuerzo que deben poseer para que el conjunto sea estable.

“Un sistema tensegritico se establece cuando un conjunto de elementos a
compresion discontinuos interactia con un conjunto de elementos a traccion
continuos para definir un volumen estable en el espacio” (Pugh).

Luis Alberto Ochoa Peralta 16
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Miguel de Guzman, catedratico de Analisis en la Universidad Complutense de
Madrid, trata la tensegridad desde la matematica:

“consideramos una configuracion geométrica constituida por un numero finito
de puntos y por unos cuantos segmentos que unen estos puntos. Una
estructura de tensegridad consiste en asignar vectores a los puntos, en las
direcciones de los segmentos que concurren en ellos de forma que:

e Laresultante en cada punto es nula.
e Para cada segmento, la suma de los vectores asignados a sus extremos
es cero.

Para hacer esta definicion Miguel de Guzman establece una relaciéon directa de
la tensegridad y la teoria de la rigidez, lo que llama tensegridad es la teoria que
se conoce como “self-stressed framework” (armazon auto-tensionado). La auto-
tension o tensiéon de equilibrio es una asignacion de vectores a los vértices, en
las direcciones de los segmentos que concurren en ellos, de forma que el
estudio de la tensegridad de un armazon dado es equivalente al estudio de su
rigidez infinitesimal, es decir, el estudio de “cierta aplicacion lineal” (Santos
Leal, 2006).

Dado un modelo de estructura decidir en qué posicion admite una tensegridad,
si es que la hay, requiere un estudio mas complicado, para ello se usan los
métodos “Form-finding” o de busqueda de forma.

Desde el punto de vista del comportamiento estructural se resalta el hecho de
que los elementos sometidos a tension se encuentran en un estado de
equilibrio estable, esto implica que la resistencia del elemento traccionado
depende directamente de la resistencia del material, lo que permite usar la
seccién transversal minima necesaria para que los esfuerzos no sobrepasen
los admisibles por el material. Por otra parte, los elementos comprimidos son
susceptibles de sufrir fenébmenos de inestabilidad, especificamente pandeo, lo
cual impide que se desarrolle toda la resistencia del material ante esfuerzos
axiales y exige el uso de secciones de dimensiones mayores para dotar de
mayor inercia al elemento, asi la resistencia del elemento comprimido depende
de su esbeltez la cual depende de su longitud.

Puede decirse que los elementos traccionados (cables) son mas eficientes que
los comprimidos, que generalmente son de acero con seccion tubular. Esto se
debe a que presentan una mayor relacién resistencia-peso. En las estructuras
tensegriticas esta ventaja se aprovecha al aislar los elementos comprimidos
con distancias cortas lo que minimiza la susceptibilidad al pandeo. De este
modo el peso de la estructura es relativamente bajo.

Luis Alberto Ochoa Peralta 17
Paul Fernando Orellana Ochoa



Universidad de Cuenca
Facultad de Ingenieria

2.2 Inicios

Tres personas se consideran los inventores de la Tensegridad: Richard
Buckminster Fuller, David Georges Emmerich y Kenneth D. Snelson. Todos
ellos se atribuyen el descubrimiento, sin embargo Emmerich evidencié que el
primer prototipo de sistema tensegritico, denominado “Gleichgewicht
konstruktion”, fue creado por Karl loganson (Jauregui, 2007).

Karl loganson, artista ruso progresista, orientado a la tecnologia y a la
ingenieria, realizd los primeros ejemplos que se pueden denominar estructuras
de tensegridad, presentados en la exhibicion de Obmokhu — Rusia, en 1921.
En 1920, en su estudio del equilibrio, loganson equilibra tres postes inclinados,
que no se tocan y trabajan a compresién con una cuerda continua tensada que
une los postes de vértice a vértice, Figura 2.1. El trabajo de loganson fue
destruido a mediados de la década de 1920 por el régimen Soviético, pero
existen registros como fotografias de la exhibicion y descripciones de su obra
(Burkhardt, 2004).

Kenneth Snelson, artista plastico, trabajé directamente con modelos a escala
pequefia, de los que solo esperaba que se mantuvieran en pie por si mismos y
que soportaran la intemperie. Durante el afio de 1948, el joven artista elaboré
una pequefa escultura nunca antes vista a la que llamo “Early X piece”, Figura
2.2, basada en dos X de madera unidas con nylon de tal manera que estas no
se tocan entre si. Este modelo género en la mente del famoso inventor y artista
Richard Buckminster Fuller un principio que posteriormente denominaria
“tensegrity” (Garcia Barreno, 2009).

Richard Buckminster Fuller, inventor de profesién, denominé “tensegrity” el
sistema cuando a finales de la década de los 40 se desempefiara como
profesor sustituto en el Black Mountain College en Carolina del Norte y tuviera
al joven Kenneth Snelson como estudiante. Fuller escogido a Snelson como
ayudante para la creacion de modelos de estructuras geométricas que usaria
en sus clases. Durante estas colaboraciones Snelson le presentaria su “Early X
Piece” e inmediatamente Fuller veria el potencial del sistema (Diaz Herrada,
2014).

David Georges Emmerich, arquitecto, independientemente en Francia, en
1958, exploraba prismas tensegriticos y combinaciones de prismas en
estructuras mas complejas, las que denomind “structures tendues et
autothedantes” (estructuras tensadas y autopretensadas) (Burkhardt, 2004).
Como resultado, definié y patenté las llamadas “redes auto pretensadas”, que
eran exactamente la misma clase de estructuras en las que estaban trabajando
Snelson y Fuller al otro lado del Atlantico.
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Figura 2.1 Escultura de Karl loganson. Figura 2.2 Early X Piece de Snelson.

Fuller, Snelson y Emmerich, aplicaron a patentes durante la década de los 60 y
continuaron desarrollando varios aspectos del principio, siendo Fuller el primero
en obtener una patente. El principal interés de Fuller fue adaptar la tecnologia
al desarrollo de estructuras esféricas y domos con aplicaciones arquitecténicas
en mente. Como arquitecto, Emmerich también estaba interesado en
aplicaciones arquitectonicas. Snelson estaba interesado en la exploraciéon
artistica de la tensegridad.

2.3 Conceptos Fundamentales

En esta seccidbn se exponen definiciones claves para comprender el
comportamiento mecanico de las estructuras en tensegridad, conceptos que
serviran también como base a los métodos y modelos matematicos que se
trataran posteriormente.

Temas como la geometria, rigidez y estabilidad de estas estructuras se tratan
mediante los conceptos de: busqueda de forma, indeterminacién estatica y
cinematica, estados de pretensado y autotensado, mecanismos finitos e
infinitesimales, estabilizacién de mecanismos infinitesimales, matriz de rigidez
tangente, entre otros complementarios a los mencionados.

Al final de la seccién se unifican estos conceptos mediante el analisis de la
matriz de equilibrio estableciendo las bases conceptuales que gobiernan el
comportamiento de los sistemas en tensegridad.
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Las estructuras en tensegridad son un subconjunto de los sistemas reticulares
articulados espaciales, esto implica que las fuerzas que pueden desarrollarse
en los elementos, cuando las cargas se aplican sobre los nodos, pueden ser
Gnicamente de traccion o de compresion. En las siguientes paginas cada vez
que se use el término “estructura” o “ensamblaje” se hara referencia a estos
sistemas, es decir, las conexiones seran articuladas lo que impide la
transmision de esfuerzos de traccion o torsion entre elementos.

2.3.1 Busquedade Forma

Form-finding en los textos en inglés, es el proceso que permite encontrar una
configuracion geométrica inicial factible, generalmente en ausencia de cargas
externas. Constituye un paso clave en el disefio ya que no cualquier
ensamblaje de barras y cables puede presentar un estado de pretensado y
autoequilibrio ademas de mantener la rigidez unilateral de los elementos
(barras comprimidas y cables tensados).

Este no es un campo exclusivo de las estructuras en tensegridad ya que el
problema de encontrar una configuracion inicial es también un tema a tratar en
el estudio de otras estructuras tensionadas como redes de cables y
membranas tensadas, sin embargo, en el caso de la tensegridad el proceso es
en general mas complicado (Schenk, 2005).

Es un campo que esté en desarrollo, varios métodos tedricos se han planteado
en las uUltimas décadas algunos de estos se basan en métodos que han sido
usados con éxito en la determinacion de formas iniciales de redes de cables y
de membranas tensadas. El trabajo de Snelson basado en modelos fisicos en
pequefia escala para sus esculturas, un método de ensayo y error, es también
considerado como un proceso de busqueda de forma (Motro, 2006).

Algunos de los métodos toman en cuenta Unicamente pardmetros geométricos
dando como resultado la forma de la estructura mientras que otros,
adicionalmente, toman en cuenta parametros de fuerza. Este segundo conjunto
de métodos permite conocer, ademas de la geometria inicial, la distribucién de
fuerzas internas en los elementos, lo que se conoce como modo de
pretensado.

2.3.2 Indeterminacién Estatica y Cinematica

Una estructura es estaticamente determinada si las ecuaciones de equilibrio
son suficientes para encontrar las fuerzas internas y desplazamientos de la
misma, sometida a la accion de cargas externas. Esta solucion de las
ecuaciones de equilibrio es Unica para un determinado conjunto de cargas
externas. En cambio, una estructura es estaticamente indeterminada si tiene
mas elementos que los minimos necesarios para garantizar la solucion de las
ecuaciones de equilibrio, en consecuencia admite mas de una solucion. Esto
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implica también que la estructura puede contener formas de pretensado y sus
elementos pueden estar esforzados incluso en ausencia de cargas externas
(Schenk, 2005).

Una estructura es cinematicamente determinada si cualquier movimiento de
traslacion o rotacion del ensamblaje corresponde al de un solido rigido, en
otras palabras, se requiere adicionar energia al sistema para cambiar su
geometria. Por el contrario, si la estructura es cinematicamente indeterminada
pueden existir variaciones de la geometria sin que fuerzas externas tengan que
insertar energia en el sistema. Se dice entonces que la estructura entera o
parte de esta constituye un mecanismo. Estos mecanismos se clasifican en
finitos y en infinitesimales.

2.3.3 Mecanismos Finitos e Infinitesimales

Cuando se juntan elementos lineales rigidos formando un ensamblaje, la
eleccion de las longitudes de los elementos y de la conectividad de los mismos
puede provocar que la geometria de la estructura no esté definida por un solo
conjunto de coordenadas de los nodos. Cuando se puede pasar de una
geometria a otra sin la adicion de energia en el sistema se dice que es
cinematicamente indeterminado.

Si el cambio de geometria no produce ninguna variacion en la longitud de los
elementos el mecanismo se conoce como finito. Por ejemplo el ensamblaje
bidimensional mostrado en la Figura 2.3, compuesto por 4 barras conectando
dos nodos fijos y dos nodos libres, puede asumir cualquiera de las
configuraciones geométricas correspondientes a las posiciones de los nodos
libres sobre las trayectorias circulares mostradas.

Figura 2.3 Ejemplo de mecanismo finito.

Si el cambio de geometria produce variaciones infinitesimales de la longitud en
los elementos y ademas estas variaciones son de menor orden que el
desplazamiento, el mecanismo se conoce como infinitesimal. La Figura 2.4
muestra un ensamblaje compuesto de tres nodos, uno libre y dos fijos, unidos
por dos elementos colineales de igual longitud. Un desplazamiento del nodo 2,
en la direccion perpendicular a la posicion original de los elementos, activa un
mecanismo infinitesimal. Para valores pequefios del desplazamiento d entre las
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posiciones 2 y 2’ el alargamiento de los elementos es menor que dicho
desplazamiento.

3

Figura 2.4 Ejemplo de mecanismo infinitesimal.

2.3.4 Pretensado y Autotensado

El estado inicial de una estructura en tensegridad no puede definirse solo con
su geometria. En ausencia de cualquier carga externa los elementos que
componen el ensamblaje estdn sometidos a fuerzas axiales internas debidas a
un estado de pretensado. Este estado de pretensado genera la rigidez de estas
estructuras mediante la estabilizaciébn de mecanismos infinitesimales.

Si tomamos como ejemplo la estructura hiperestética tridimensional mostrada
en la Figura 2.5 compuesta de cuatro elementos lineales no coplanares que
conectan a los nodos fijos 1, 2, 3, 4 (que pertenecen a un mismo plano) con el
nodo libre 5 (fuera del plano de los otros nodos). Designando con d;; a la
distancia geomeétrica entre dos nodos i, j y con [;; a la longitud inicial del
elemento que conecta estos nodos, se puede inducir un pretensado en este
ensamblaje haciendo que [,z < d,s. De este modo el elemento 1-5 tiene que
ser forzado a encajar en su lugar entre los nodos 1 y 5 alargandolo hasta que
su longitud alcance d;s. Si el limite elastico del elemento no se rebasa, éste
intentara retomar su longitud original obligando a los nodos a acercarse, sin
embargo, los otros elementos impiden que el nodo libre se mueva generando
fuerzas que garantizan el equilibrio del nodo libre.
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Figura 2.5 Estructura reticular pretensada.

A pesar de que la estructura de la Figura 2.5 no es una tensegridad, este
sencillo ejemplo ilustra el hecho de que los elementos de una estructura
pueden estar esforzados aun en ausencia de cargas externas al ensamblaje.
También se puede concluir que la estructura debe ser hiperestatica para poder
asumir estados de pretensado. De no cumplirse esta Ultima condicion cualquier
diferencia entre la longitud inicial del elemento y la distancia geométrica entre
los nodos causara que la geometria cambie hasta ajustarse a la longitud inicial
del elemento.

Motro (Motro, 2006) define este estado inicial como pretensado cuando se
requieren de nodos fijos (apoyos) para generar el esfuerzo inicial de los
elementos, como en la Figura 2.5. Si la estructura es capaz de presentar
esfuerzos iniciales en sus elementos en ausencia de fuerzas externas y de
nodos fijos este estado se denomina de autotensado. Un ejemplo bidimensional
de este ultimo estado se presenta en la Figura 2.6, la cual muestra un marco
cerrado de elementos comprimidos cuyas diagonales son elementos
traccionados, no se requiere de apoyos para inducir el esfuerzo inicial de los
elementos.

Figura 2.6 Estructura reticular autotensada.
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2.3.5 Estabilizacion de Mecanismos Infinitesimales

Los mecanismos infinitesimales pueden estabilizarse mediante estados de
pretensado o de autotensado, esto implica que si en un momento dado se
aplica una carga que active el mecanismo y posteriormente dicha carga deja de
actuar, este mecanismo regresa a su posicion inicial.

Se expone este concepto retomando el ejemplo de la Figura 2.4. A este
ensamblaje se le asignaran dos estados de pretensado, uno de traccién y otro
de compresion.

Se puede inducir el estado de pretensado de traccion haciendo que [, = l,5 Y
li, + 1,3 < dq3, es decir que las longitudes iniciales de los elementos son
menores que las distancias geométricas entre los nodos que conectan,
Figura 2.7(a). Al aplicar una accion externa que active el mecanismo
infinitesimal, Figura 2.7(b), la energia potencial del sistema crece, cuando la
accion externa deja de actuar el sistema vuelve a la posicion inicial, que es la
de minima energia potencial.

Desde otro punto de vista, distinto al energético, analizando el equilibrio del
nodo desplazado por la accidén externa, F, hasta la posicion 2’, se observa en la
Figura 2.7(c) que las fuerzas axiales internas, t, en los elementos tienen una
componente en direccion de F pero de sentido contrario. De este modo
mientras mas grandes sean las fuerzas de pretensado mas grande sera la
rigidez del ensamblaje, deformado, ante la carga F y al quitar la accién el
mecanismo retorna a su posicion inicial.

<d, L<d., 2
1 2 3 1 3
(a) (b)
2'
t _‘/‘TF&\_ t

(©)
Figura 2.7 Estado de pretensado de traccion.

Se induce el estado de pretensado de compresion haciendo que [, = 1,3 Y
li, + 1,3 > dq3, es decir que las longitudes iniciales de los elementos son
mayores que las distancias geométricas entre los nodos que conectan,
Figura 2.8(a). En este caso, el nodo intermedio se encuentra en un estado de
equilibrio inestable y cualquier perturbacion, en direccion perpendicular a la
posicion original de los elementos, Figura 2.8(b), genera que las fuerzas
internas de los elementos alejen al nodo central de la posicion 2 hasta la
posicion 2’, Figura 2.8(c). En la nueva geometria que asume la estructura, en
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ausencia de cargas externas, las fuerzas internas son nulas, es decir la
longitud de los elementos en el ensamblaje es igual a su longitud inicial,

diyr =l Y dyrg = lys.

l,’.’! d.’[ [Z,? dZ,?
2

|

3 perturbacion

(a) (b)

d12‘ IIZ ‘7:—,_,), /

2
()

Figura 2.8 Estado de pretensado de compresion.

Este ejemplo se puede extender a estructuras tridimensionales y permite
obtener una importante conclusién: no todos los estados de pretensado pueden
estabilizar los mecanismos infinitesimales. También permite comprender por
qué no es posible intercambiar los elementos de traccion y compresion en una
estructura tensegritica.

2.3.6 Analisis de las Matrices de Equilibrio y de Compatibilidad

La matriz de equilibrio A de orden 3n X b de una estructura con b elementosy n
nodos libres se define de modo que cumpla la siguiente igualdad:

At=f (1)

en donde t de dimension b x 1 es el vector de fuerzas axiales internas de los
elementos y f de dimension 3n x 1 es el vector de fuerzas externas aplicadas
en los nodos libres. Su definicidbn expresa que en cada nodo la carga externa
aplicada es equilibrada por la suma de las fuerzas axiales internas de los
elementos que llegan al nodo.

Para determinar el estado tensional inicial de una estructura en tensegridad con
geometria definida, las fuerzas externas aplicadas en los nodos libres son
nulas, f = 0, por lo que la expresion (1) se transforma en:

At =0 (2)

El sistema de ecuaciones homogéneo (2) puede admitir dos tipos de
soluciones, la solucion trivial t = 0, o soluciones en funcién de uno o mas
pardmetros independientes. Para que exista el segundo conjunto de soluciones
el rango r de la matriz A debe ser menor que b y el nUmero de parametros
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independientes, que es igual al numero de soluciones independientes no
triviales, es b — .

De existir soluciones no triviales, estas forman un conjunto de vectores
[ty ty, ..., Eiy ..., tp—p ] linealmente independientes y cualquier combinacion lineal
entre estos vectores también es solucion de (2). Entonces la solucion general
de la ecuacién puede expresarse como el subespacio vectorial de R? generado
por dichos vectores y el conjunto generador [ty t,, ..., t;, ..., t,_,-] constituye una
base del subespacio vectorial solucion de dimension RP~". A éste espacio
vectorial generado se le denomina espacio nulo de A y su dimension b —r es la
nulidad de A.

Cada una de las soluciones independientes t; de la ecuacion (2) representa un
conjunto de fuerzas axiales internas en los elementos que garantiza el
equilibrio de los nodos de la estructura con geometria conocida, en ausencia de
peso propio y cargas externas. A cada una de estas soluciones t; se las
conoce como modos de pretensado independiente (Yuan, Chen, & Dong, 2007)
y sus componentes son positivas para los elementos traccionados y negativas
para los comprimidos. Cuando no existen soluciones distintas de la trivial, la
estructura no es pretensable. Si existe un solo modo de pretensado
independiente este indica la distribucion Unica de fuerzas con la que puede
pretensarse la estructura. Si existen dos o0 mas, cada uno indica una
distribucion valida y cualquier combinacion lineal de estos también lleva a una
distribucion de autoequilibrio.

La matriz de compatibilidad € de orden b X 3n de una estructura cumple la
siguiente condicion:

Cd=e (3)

en donde d de dimension 3n x 1 es el vector de desplazamientos de los nodos
libres y e de dimension b x 1 es el vector de deformaciones axiales de los
elementos que conforman la estructura. Esta expresa la compatibilidad que
debe existir entre el desplazamiento de los nodos y las deformaciones axiales
de los elementos que llegan a los nodos.

Los desplazamientos nodales, que pueden ocurrir sin producir deformaciones
axiales de los elementos, constituyen los mecanismos presentes en la
estructura y satisfacen la ecuacioén (4).

cd=0 (4)

El sistema de ecuaciones homogéneo (4), al igual que el (2), puede admitir
soluciones paramétricas las cuales representan los modos de desplazamiento
sin deformaciones axiales y por lo tanto, los mecanismos presentes en la
estructura (cargas que no pueden ser equilibradas por la estructura en su
configuracion inicial) (Schenk, 2005).

En el andlisis matricial de estructuras se demuestra que la matriz de
compatibilidad C es la transpuesta de la matriz de equilibrio A4, ecuacion (5).
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c=A" (5)

Las estructuras tensegriticas constituyen un subconjunto de los sistemas
reticulares espaciales. En general para una estructura reticular espacial con b
elementos y N grados de libertad, el nimero de modos de pretensado
independiente s es:

s=b—-r (6)

en donde r es el rango de su matriz de equilibrio
y el nimero de mecanismos internos m viene dado por:
m=N-—-r (7)

Despejando r en las ecuaciones (6) y (7) e igualandolas se tiene la siguiente
expresion:

s—b=m-N (8)
La expresion (8) se conoce como la regla extendida de Maxwell (Connelly,
Fowler, Guest, Schulze, & Whiteley, 2009). Esta permite establecer una

clasificacion de los sistemas reticulares espaciales segun sus propiedades
estaticas y cinematicas, Tabla 2.1.

Tabla 2.1 Clasificacion de los Sistemas Reticulares.

. Propiedades Estaticas y
Tipo r s, m ) L
Cinematicas

1 r=>b s=0 |Sistemas estaticay

r=N m =0 |cinematicamente determinados
5 r=>b s=0 Sistemas cinematicamente

r<nN m = N - r |indeterminados
3 r<b s=b-r |Sistemas estaticamente

=N m =0 |indeterminados

4 r<b s=b-r |Sistemas estaticay

r<nN m = N - r | cinematicamente indeterminados

Las estructuras en tensegridad estan dentro del tipo 4 en esta clasificacion. Al
ser sistemas estaticamente indeterminados admiten pretensado y al ser
cinematicamente indeterminados poseen mecanismos internos infinitesimales.
En consecuencia, su estabilidad depende de que exista un modo de
pretensado capaz de estabilizar los mecanismos internos presentes en la
estructura, este modo de pretensado debe ser consistente también con la
rigidez unilateral de los elementos que conforman la estructura tensegritica.
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La ecuacién (2) constituye la base de un proceso que en la literatura se
denomina “force finding” (busqueda de fuerza) o “prestress design” (disefio de
preesfuerzo). Mediante este proceso se determina el estado tensional inicial de
la estructura, en ausencia de cargas externas. Este es otro paso esencial en el
analisis de sistemas en tensegridad y como se mencion0 antes puede ser
solucionado al mismo tiempo que el de busqueda de forma. Los métodos para
este proceso se encuentran en desarrollo y existen propuestas de distintos
autores.

2.3.7 Matriz de Rigidez Tangente

En el andlisis matricial lineal estatico de estructuras, estas se modelan
estableciendo la relacion entre las fuerzas f aplicadas en los nodos, y los
desplazamientos d de estos nodos producidos por dichas fuerzas. Bajo la
suposicion de pequefas deformaciones esta relacion es lineal expresada por la
ecuacion (9) (Blanco Claraco, Gonzélez, & Garcia Ocafia, 2012).

f=Kd (9)

En donde K se conoce como matriz de rigidez de la estructura la cual bajo la
suposicion mencionada es constante y depende de la geometria del
ensamblaje y de las propiedades geométricas y mecanicas de los elementos
que lo componen. Entonces, la solucién del sistema de ecuaciones (9) permite
encontrar los desplazamientos nodales asociados a las fuerzas externas
aplicadas en los nodos. Mediante las relaciones de equilibrio, ecuacion (1), y de
compatibilidad, ecuacion (3), se determinan las fuerzas axiales internas y las
deformaciones de los elementos.

Para casos con desplazamientos nodales grandes, el comportamiento es no
lineal y se introduce la llamada no linealidad por geometria. La matriz de rigidez
se convierte en una variable dependiente de la geometria cambiante de la
estructura. La determinacion de los desplazamientos d para un estado de
carga f dado se convierte en un proceso iterativo. En general, los métodos de
solucion de sistemas geométricamente no lineales encadenan una serie de
analisis de tipo lineal en cada etapa de iteracién. La matriz K se reformula en
cada iteracion y se usa en la siguiente. De este modo en la iteracion i se realiza
un andlisis lineal usando la matriz de rigidez reformulada en la iteracion i — 1.
Este proceso continla hasta alcanzar algun criterio de convergencia y la
exactitud de la solucion es mayor mientras mas iteraciones se usen. Esta
matriz de rigidez que se reformula en cada paso de proceso se denomina
matriz de rigidez tangente.

Las estructuras en tensegridad tienen un comportamiento geomeétricamente no
lineal, por lo que es necesario un analisis del tipo descrito en el parrafo anterior.
Adicionalmente, en general las estructuras reticulares pretensadas presentan
una respuesta estructural que depende de su estado de pretensado, éste
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puede impartir rigidez al sistema, por lo que los efectos del pretensado deben
tenerse en cuenta durante el analisis.

2.3.8 Rigidez de un Sistema Reticular Pretensado

El estudio de la rigidez de un sistema reticular pretensado se relaciona con
conceptos propios de la teoria de la rigidez. Guest (Guest, 2006) presenta una
deduccion de la matriz de rigidez tangente de estructuras reticulares
pretensadas. A continuacion, se presentan los resultados del trabajo de Guest
el cual inicia con la deduccion de la matriz de rigidez tangente de un elemento
individual mediante la diferenciacion de las expresiones de equilibrio en los
nodos con respecto a la posicibn de los mismos. Luego extiende esta
deduccion para obtener la matriz de rigidez tangente de una estructura. La
deduccién completa se presenta en el Anexo A.

Elemento Individual:

La Figura 2.9 muestra un elemento individual libre en el espacio. Las fuerzas f;
y f» estan en equilibrio con la tension interna t en el elemento, f, y f, son
vectores bidimensionales o tridimensionales con componentes fi; V fa
respectivamente. Los nodos conectados por el elemento tienen vectores de
posicibn x; y x, bidimensionales o tridimensionales. El elemento en la
configuracion mostrada tiene una longitud [, y el vector unitario n = (x; — x,)/l
es paralelo al elemento.
9/

X,

/4
%

Figura 2.9 Diagrama de cuerpo libre de un elemento individual.

En la deduccion se definen los siguientes parametros: el coeficiente de tension
t, ecuacion (10), y la rigidez axial modificada g, ecuacién (11).

f=- (10)

g=g-t (11)
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en donde g = dt/dl es la tasa de variacion de la tension con respecto a la
longitud del elemento, es decir, su rigidez axial. Para un elemento lineal
elastico de secciéon transversal A modulo elastico E y longitud inicial [,

. ~ . . dt AE
suponiendo pequefias deformaciones, se tiene que — =T

0
Usando los pardmetros descritos, la matriz de rigidez tangente, del elemento
individual, K¢ que relaciona pequefios cambios en la posicion de los nodos con
pequefios cambios en las fuerzas nodales

of1] _ ox,
5fz] = Ks [6x2] (12)
se define como:
ni.. R i
Ke=[ 5] tamr —ar+ [ 5, 3 a3

en donde I es la matriz identidad de orden 2x2 o 3x3 para el caso
bidimensional o tridimensional respectivamente.

La ecuacioén (13) puede expresarse como:

K = as[g\]ag + S5 (14)
en donde ag es la matriz de equilibrio del elemento individual
n
as = [—n] (15)
y S es la matriz de esfuerzo del elemento

i =i
S. =1 . A 16
$ [—tI tI (16)

Estructura completa:

Se puede encontrar la matriz de rigidez tangente para la estructura completa
por adicién de las matrices de rigidez de los elementos individuales que la
conforman. Para esto se requiere que las matrices de rigidez tangente de los
elementos individuales estén planteadas en un sistema de coordenadas
globales comun a toda la estructura.

Para una estructura compuesta de n nodos se define el vector de fuerzas
nodales externas f y el vector de coordenadas nodales x como:
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f17 X1
fg x'z
f= f ; ox= xl (17)

en donde f; es el vector de fuerza bidimensional o tridimensional actuando en
el nodo i, y x; es el vector posicion bidimensional o tridimensional del nodo i.

Considerando un elemento p que conecta a los nodos i y j con longitud [, con
una tension interna t,, un coeficiente de tencion £,, y que tiene una rigidez axial
modificada g,,. El vector unitario n;; paralelo al elemento p es:

Xi — xj

nl-j = I

= i (18)
14
La matriz de equilibrio a,, del elemento individual tiene todas las componentes

cero excepto por aquellas correspondientes a los nodos i y j conectados por la
barra p,

apl
Ap2 . . .

ap= ;api=nij; apj=nji=—nij; apk=051k¢lyk¢] (19)
apn

La matriz de esfuerzos para el elemento individual p que conecta a los nodos i
y j, en el sistema de coordenadas global, se puede definir en términos de
submatrices s, de orden 2 x 2 en el caso bidimensional o de 3x 3 en el
tridimensional,

Sp11 Sp12 Sp1n
S S
P21 P22
s,=| " (20)
Spnl Spnn
donde
Spu = Spj; = tpl; Spij = Spji = —tpl

en todos los demas casos Sp,, = 0.

La matriz de rigidez tangente K,, del elemento p se puede expresar en términos
de las coordenadas globales retomando la forma de la ecuacién (14):

K, = a,|g,]ag + S, (21)
Considerando una estructura formada por b elementos. La matriz de rigidez

tangente total K puede determinarse por la adicion de las matrices de rigidez
tangente de cada elemento:

Luis Alberto Ochoa Peralta 31
Paul Fernando Orellana Ochoa



Universidad de Cuenca
Facultad de Ingenieria

b b b
K= K,= ) a[gylal+ ) s, (22)
p=1

La cual puede expresarse en forma matricial:
K =AGAT + 5§ (23)
en donde A es la matriz de equilibrio de toda la estructura

A=[a; a; - ap (24)

G es la matriz diagonal de rigideces axiales modificadas de los elementos,

[91 |

A~

&zll 9 (25)
v

y § es la matriz de esfuerzo de la estructura entera. S puede ser definida en
términos de submatrices s, de 2 x 203 x 3

S11 S12 0 Sin
S = 52:1 S22 . (26)
STll Snn
Donde, para l = m,
sy = tyl

y t;; es la suma de los coeficientes de tensién de todos los elementos que se
conectan al nodo [, y para l # m,

Sim = —timl

En donde £,,,, es igual al coeficiente de tension en el elemento que conecta los
nodos [ y m si los nodos estan conectados por un elemento o es cero si no lo
estan.

Las propiedades estéticas y cinematicas de las estructuras en tensegridad las
ubican dentro del tipo 4 en la clasificacibn mostrada en la tabla Tabla 2.1. Al ser
sistemas estaticamente indeterminados admiten pretensado y al ser
cinematicamente indeterminados poseen mecanismos internos infinitesimales.
En consecuencia, su estabilidad depende de que exista un modo de
pretensado capaz de estabilizar los mecanismos internos presentes en la
estructura.
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Los grandes desplazamientos nodales, causados por acciones externas, hacen
que sea necesario un analisis del tipo no lineal por geometria para establecer el
equilibrio del sistema. Adicionalmente, se deben tener en cuenta los efectos del
estado de pretensado de la estructura.

La matriz de rigidez tangente, ecuacion (23), constituye la base del
modelamiento matematico numérico de los sistemas reticulares pretensados y
por lo tanto, de las estructuras en tensegridad. Los conceptos de coeficiente de
tension, ecuacién (10), rigidez axial modificada, ecuaciones (11) y (25), y de
matriz de esfuerzos, ecuacion (26), son los que permiten tener en cuenta los
efectos del pretensado en el comportamiento de la estructura durante el
proceso de analisis no lineal.
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2.4 Estado del Arte

El siguiente cuadro presenta una cronologia de los primeros trabajos realizados
sobre tensegridad, estudios que fueron base para posteriores investigaciones.

Karl loganson mm)| 1921, equilibrio de tres # Primera

postes mediante una red escultura de
de cable, sin que los tensegridad
postes toquen entre si conocida

Alexander Calder |mmm)| 1967, Esculturas moviles

Ly

Buckminster Fuller | =) | Tensegridad = Tensién + Integridad

¥

1964, Patente 3169611: Continous
Tension, Discontinuos Compresion

Inspiracion | m=) | Kenneth Snelson | =) | 1948, X piece

D. G. Emmerich |mms) | Estudio: estructuras tensadas, auto-
pretensadas

2.4.1 Métodos de Busqueda de Forma

Tibert y Pellegrino (Tibert & Pellegrino, 2011) presentan una revision y
clasificacion de métodos de busqueda de forma. Separan los métodos en dos
grupos, los métodos cinematicos y los estaticos. En cada uno de estos grupos
se presenta una solucion analitica de modulos tensegriticos basicos, estas
soluciones analiticas se pueden plantear solo para casos con pocos
parametros. Cuando el numero de parametros es grande se usan otros
meétodos, algunos de los cuales sirven para encontrar formas completamente
nuevas de tensegridad, mientras que otros requieren de una geometria inicial
aproximada a la que se desea obtener al final del proceso de busqueda de
forma.
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Métodos Cinematicos de Busqueda de Forma

Estos métodos emplean dos enfoques: el de mantener constante la longitud de
los cables mientras que la longitud de las barras incrementa a un maximo, o el
de mantener constante la longitud de las barras mientras la longitud de los
cables se reduce a un minimo.

El proceso de minimizacion de la longitud de los elementos tensados o de
maximizaciéon de la longitud de los elementos comprimidos solo toma
consideraciones geométricas, sin embargo es equivalente a la minimizacion de
la energia potencial del ensamblaje.

Soluciones Analiticas:

Considerando un modulo simple que consiste en cables dispuestos en las
aristas de un prisma regular, con barras que conectan los vértices del poligono
inferior con los correspondientes del poligono superior. Dependiendo del
namero de vértices v y del desfase entre los vértices conectados por una
barra, existe un angulo de giro 8 unico entre el poligono superior e inferior (los
cuales permanecen planos) para el cual se obtiene un sistema en tensegridad.

En una configuracion inicial, el cable lateral es vertical y el angulo horizontal
entre los extremos de la barra es 2rwi/v, donde i es un entero menor que el
namero de vértices v. Luego se introduce un giro relativo entre los poligonos
inferior y superior, designado por el &ngulo 6, Figura 2.10.

(v+1+D)

]

|4

Figura 2.10 Elementos que se juntan en el nodo 1 de una estructura tensegritica simple basada
en un prisma de altura h y radio r, adaptado de (Tibert & Pellegrino, 2011).
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En la configuracion mostrada en la Figura 2.10, la longitud del cable diagonal
l. que conecta los nodos 1y (v + 1) esta dada por la expresion (27); la longitud
de la barra [, que conecta los nodos 1y (v + 1 + i) es la de la expresion (28):

12 =2r%(1 - CosO) + h? (27)
2mi
12 =2r2 [1 — Cos (6 + 7)] + h? (28)

Juntando las expresiones (27) y (28) y haciendo simplificaciones
trigonométricas la longitud de la barra puede expresarse como:

yal Tl
2 = 4r2Sen (9 + ?) Sen? + 12 (29)

Para una longitud de cable [. y un radio r dados, la longitud de la barra [, es la
maxima cuando:

=n (1 - i) (30)
2 v
Este método es factible en estructuras con simetria que se pueden describir en
términos de uno o dos parametros. Para casos que no presenten estas
caracteristicas el numero de variables requeridas para describir la
configuracion de la estructura es grande haciendo que la aplicacion del método
no sea practica.

Programacion no Lineal:

Este método trata la busqueda de forma de una estructura tensegritica como
un problema de minimizacién restringido. Partiendo de un sistema con
conectividad dada y coordenadas de los nodos conocidas, una o0 mas barras
son alargadas, manteniendo fijas las relaciones de longitud hasta llegar a una
configuracion en la que sus longitudes son maximas.

El problema general de minimizacion restringido esta dado por:
Minimizar: f(x,y, z)
Sujeto a: g;(x,y,z) =0 para i=1, ...,n

Donde f(x,y, z) es la funcion objetivo, por ejemplo, el negativo de la longitud de
una de las barras y las funciones de restriccion g;(x,y,z) son las longitudes
fijas de los cables.

Ejemplo:

Un prisma triangular de; v =3 y i = 1, tiene nueve cables de longitud [, =1y
tres barras de igual longitud. Una de las bases triangulares es fija, por lo tanto
tres de estos seis nodos son fijos en el espacio. En coordenadas cartesianas,
el problema tiene la forma:
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Minimizar: —1%,

((12,—-1=0
12,-1=0
Para < 156_'1=0

2 32 _
lh2—1p1=0
2 32 _
ub3_lb1—0

Donde c1,c2, ..., c6 denota los seis cables restantes y b1, b2, b3 las barras. Este
problema puede ser resuelto usando la funcibn de optimizacion restringida
fmincon en Matlab. La longitud final de las barras es 1.468. Se puede

comparar con el valor teorico de /1+2/\/§z1.4679 obtenido con las
ecuaciones de la solucion analitica.

En la implementacion de este método se puede usar software de propositos
generales. El nimero de ecuaciones de restriccibn crece mientras mas
elementos conformen la estructura.

Relajaciéon Dindamica:

Este método se ha usado satisfactoriamente en estructuras de cables y
membranas. La técnica de relajacion dinamica transforma un problema estético
en uno dindmico ficticio, simulando una vibracién amortiguada de la estructura.
Se basa en la discretizacion de la estructura de modo que la masa de la misma
se encuentre concentrada en cada nodo. Para una configuracion inicial dada,
se busca obtener el estado general de equilibrio de fuerzas el cual puede ser
calculado por la integracién de la siguiente ecuacién dinamica:

Md + Nd + Kd = f, (31)

Donde K es la matriz rigidez, M la matriz de masas, N una matriz de
coeficientes de amortiguamiento, f el vector de cargas externas, y d, d, d son
los vectores de aceleracion, velocidad y desplazamiento para una configuracion
inicial respectivamente.

La convergencia es controlada por una apropiada eleccion de los coeficientes
de amortiguamiento.

Luis Alberto Ochoa Peralta 37
Paul Fernando Orellana Ochoa



Universidad de Cuenca
Facultad de Ingenieria

Métodos Estaticos de Busqueda de Forma

En estos métodos se establece una relacion organizada entre las
configuraciones de equilibrio de una estructura con tipologia dada y las fuerzas
en sus elementos.

Soluciones Analiticas:

El equilibrio en los nodos y la simetria son aspectos que se aprovechan para
obtener estas soluciones. Se retoma el caso de la Figura 2.10.

Se pueden usar los coeficientes de tension de los elementos, £, definidos en la
expresion (10) para plantear el equilibrio del nodo al que estos se conectan. En
la Figura 2.10 los elementos de la estructura se pueden separar en tres grupos
por su simetria: los cables horizontales, como el que conecta los nodos 1y 2,
los cables diagonales, como el que conecta los nodos 1y v+ 1, y las barras.
Designando como &, t, y £, a los coeficientes de tension de cada elemento
respectivamente.

Analizando el nodo 1 en la Figura 2.10 se observa que en la direccion z las
componentes de la tension del cable diagonal y de la compresion en la barra
deben igualarse para garantizar el equilibrio. Lo mismo ocurre en la direccién y
ya que los cables horizontales tienen la misma tension por lo que se anulan el
uno al otro. Entonces se plantea el equilibrio en las direcciones z y y
obteniendo las ecuaciones (32) y (33) respectivamente:

tch+t,h=0 (32)
A n 2mi
t.rSenf + t,rSen (9 + 7) =0 (33)

De las dos ecuaciones anteriores se obtiene que:

. 2i
‘. [Sene — Sen (9 + %)] =0 (34)

La solucién de la ecuacion (34) conduce a

0=e(i-Y

Solucién que es idéntica a la obtenida en (30).

Método de la Densidad de Fuerza:

Este método fue inicialmente desarrollado por Schek (Schek, 1974) para
estructuras de cables. Usa una estrategia matematica para transformar las
ecuaciones de equilibrio no lineales de los nodos en ecuaciones lineales.
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Si un elemento conecta los nodos i y j, inicio-fin, la densidad de fuerza de

dicho elemento es la tensién del mismo dividida para su longitud q;; = ™/ [
ij

Se observa inmediatamente que el concepto de densidad de fuerza es igual al
de coeficiente de tension definido en la expresion (10) por lo que los dos
términos se usaran indistintamente en el presente trabajo. Este valor sera
positivo en elementos sometidos a tension y negativo en los sometidos a
compresion.

El fundamento del método se puede explicar planteando el equilibrio en la
direccion x de un nodo i al que se conectan m barras. Si designamos como x;
a la coordenada en x del nodo i y como x; a la coordenada en x del nodo j en
el otro extremo de alguna de las barras (j=1,2,..,m), entonces la
componente del vector unitario paralelo a la barra ij dirigido hacia el nodo i
sera (xi —xj)/lij. Designando como f,; a la componente en x de la fuerza
externa aplicada en el nodo i, el equilibrio en la direccién considerada viene
dado por:

z Lij % = fxi (36)
=

La cual usando la densidad de fuerza de cada barra, q;;, se puede expresar
como:

Z aij (xi = %) = fu (37)
=

Expresiones equivalentes a la (37) se pueden plantear para las direcciones y y
Z.

Para una estructura general con b barras y n nodos se definen las siguientes
matrices:

La matriz de conectividad C, de orden b X n, la cual contiene la informacion de
la conexién entre los nodos, cada fila de esta matriz corresponde a uno de los
elementos y cada columna a uno de los nodos. Si un elemento conecta a los
nodos i y j la fila correspondiente a dicho elemento contiene +1 en la i-ésima
columna y —1 en la j-ésima, mientras que todos los demas valores en esa fila
son cero.

La matriz de densidades de fuerza Q de orden b X b es una matriz diagonal que
contiene las densidades de fuerza de las b barras.

El vector de componentes de las fuerzas externas, es un vector que contiene
las n componentes de las fuerzas externas aplicadas en los nodos en una
direccidon determinada, para la direccion x se denota como f,.
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El vector de coordenadas nodales para una direccion dada, contiene las n
componentes en una direccion determinada de las coordenadas de los nodos,
para la direccién x se denota como X.

Entonces para una estructura general la ecuacion matricial del método de
densidades de fuerza en la direccion x es:

croc.x = f, (38)

Para las direcciones y y z se plantean expresiones equivalentes.

Si las coordenadas de k nodos son conocidas (0 < k < n), resulta conveniente
descomponer C, en:

Cs = [Cu Cf] (39)

En donde C, es una matriz de orden b xn—k en la que cada columna
corresponde a un nodo desconocido y €y es la matriz de orden b X k cuyas

columnas corresponden a los nodos fijos de coordenadas conocidas. Del
mismo modo el vector de coordenadas X se descompone en X, de
componentes desconocidas y Xy de componentes conocidas. Entonces la

ecuacion (38) se reescribe en la siguiente forma:

CLQC, X, = f, — CLQC X (40.a)

Y en las otras direcciones:
CLQC.Y, = f, — CLQCsYf (40.b)

CLQC,Z, = f,— CLQCsZ; (40.c)

En el proceso de busqueda de forma la fuerza externa aplicada en los nodos se
toma igual a cero. El proceso general para encontrar la configuracion
geométrica inicia con la eleccion de las densidades de fuerza para luego
resolver las ecuaciones (40) con las que se obtendran las coordenadas. Con
dichas coordenadas se calcula la longitud de los elementos y con esta
informacion sumada a la de las densidades de fuerza se encuentran las
fuerzas internas de los elementos.

Para el caso de estructuras que constan solo de elementos tensados €1QC, es
definida positiva lo cual implica que es invertible y tiene siempre una Unica
solucion (Vassart & Motro, 1999).

En el caso de estructuras con elementos traccionados y comprimidos €TQC, es
singular, por lo tanto no posee inversa, y para que el sistema tenga solucién
valida dicha matriz debe tener una deficiencia de rango (nulidad) de al menos 4
para el caso tridimensional y de 3 para estructuras bidimensionales (J. Y.
Zhang & Ohsaki, 2006). Si la deficiencia de rango o nulidad es igual a 1 todos
los nodos se degeneran en un solo punto llamado punto base, si es igual a 2
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los nodos permanecen en una linea, si es igual a 3 se forma un ensamblaje
bidimensional y si es 4 se forma una estructura tridimensional.

Son estos requerimientos de rango expuestos en el péarrafo anterior o que
complica la busqueda de forma de las estructuras en tensegridad. Encontrar el
conjunto de densidades de fuerza que produzcan la deficiencia de rango es el
problema principal en este método al aplicarlo en estructuras tensegriticas.

Vassart y Motro exponen tres estrategias para encontrar un conjunto de
densidades de fuerza validas: un método intuitivo aplicable para estructuras
con pocos elementos; un método iterativo las densidades de fuerza se evallan
y modifican en varias iteraciones hasta alcanzar los requerimientos de rango;
un método analitico en el cual se analizan las matrices en forma simbdlica, este
puede considerarse como el método 6ptimo sin embargo es de dificil ejecucion
para estructuras con muchos elementos.

2.4.2 Métodos de Busqueda del Pretensado

Encontrar la distribucion de fuerzas internas iniciales de una estructura con
geometria dada es un problema equivalente al de encontrar el espacio nulo de
la matriz de equilibrio A del ensamblaje, es decir, encontrar la solucion o
conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones At = 0. Adicionalmente se
debe tener en cuenta la simetria del problema (si es que existe) y la rigidez
unilateral de los elementos (barras en compresion y cables en traccion).

Una herramienta util para encontrar el espacio nulo de una matriz 4 es la
llamada descomposiciébn en valores singulares (SVD) la cual es una
factorizacion de la forma A = UXVT en la que U y V son ortogonales (Lay &
Murrieta, 2012). Se presenta a continuacion una descripcion de esta
descomposicion, luego se presentan dos métodos propuestos en (Yuan et al.,
2007) y (Z. Zhang, Dong, & Fu, 2008) para encontrar la distribucién inicial de
fuerzas internas en sistemas reticulares pretensados. Dichos métodos se
basan en la SVD.

Descomposicion en Valores Singulares:

Considerando una matriz A de orden m Xn con rango r. La matriz tiene r
valores singulares distintos de cero, o; =0, =+ =0, >0, los cuales son
iguales a las raices cuadradas de los valores propios 1, = 4, = -+ > 1, > 0 de

la matriz AT A ordenados de mayor a menor, es decir g; = +/A;.

Para la descomposicion de la matriz A de m X n se define una matriz £ de
m X n que puede formarse de la siguiente manera:
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Dr><r 0r>< (n-r)
pX = 41
mxm O(m—r)xr O(m—r)x(n—r) ( )

En donde D es una submatriz diagonal de orden r X r cuyos elementos de la
diagonal son los valores singulares no nulos de A:

01
p=| % (42)

l .

Los demas elementos de la matriz ¥ son cero.

Entonces la descomposicion en valores singulares de la matriz A se define
como:

A=UxvT (43)

En donde U de ordenmxm y V de orden nXxn son ortogonales. Las
columnas de U se llaman vectores singulares izquierdos de A y las columnas
de V se llaman vectores singulares derechos de A (Lay & Murrieta, 2012).

Ya que V es una matriz ortogonal se cumple que VT =V~1, por lo que la
ecuacion (43) puede reescribirse como:

AV =UZX (44)

Por la manera en la que se definid X, ecuacion (41), las ultimas n — r columnas
del producto UZX son todas iguales al vector nulo 0. Entonces si designamos
como v; al i-ésimo vector columna de V, se tiene que:

Av; =0 parar<i<n (45)

Por definicibn los vectores v; son un conjunto ortogonal de vectores
linealmente independientes, por lo tanto v; conr <i <n forman una base
ortogonal del espacio nulo de la matriz A.

De esta manera se puede encontrar la solucion del sistema At = 0 a través de
la SVD de la matriz A. La descomposicion numérica en valores singulares es
un conocido problema del algebra lineal numérica y existen métodos iterativos
rapidos que producen los valores y vectores singulares de A. Programas de
calculo matricial como Matlab permiten encontrar ésta util descomposicion.

Método de la Doble Descomposicion en Valores Singulares:
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Este método fue propuesto por Yuan Chen y Dong (Yuan et al., 2007).
Planteado para encontrar la distribucion de pretensado inicial de domos de
cables, se puede extender al caso general de estructuras reticulares
pretensadas.

Se usan los siguientes términos para definir las soluciones obtenidas en cada
etapa del proceso:

Modo de pretensado independiente, T: un modo directamente obtenido de la
solucion del sistema At = 0. Es decir cumple con la condicion de autoequilibrio.

Modo de pretensado integral, W: se obtienen de los modos de pretensado
independiente, pero a diferencia de estos consideran la simetria de la
estructura. Es decir los elementos en posiciones analogas tienen el mismo
coeficiente de distribucion.

Modo factible de pretensado integral: obtenido de la combinacién lineal de los
modos integrales de pretensado, cumple con la condiciébn de la rigidez
unilateral de los elementos, los cables en traccion y las barras en compresion.

El proceso inicia con la aplicacion de la SVD directamente sobre la matriz de
equilibrio A de una estructura con b elementos, para determinar los s modos de
pretensado independientes T; (iguales a v; con r < i < n en la ecuacion 45).

El modo de pretensado integral puede expresarse como la combinacion lineal
de los modos de pretensado independiente, entonces se tiene que:

W: Tlal +T2a2+"'+Tl'ai+"'+Tsafs (46)
En donde «; son constantes reales, llamadas también coeficientes de
participacion.

Segun la simetria de la estructura los elementos en posiciones analogas se
consideran como parte de un mismo grupo y poseen la misma fuerza de
pretensado. Si los elementos de la estructura pueden agruparse en n grupos,
W con b componentes puede expresarse de la siguiente manera:

Wy =[W1 wi wi wy owi wp w0 Wl (47)

en donde w; es el coeficiente de fuerza en el grupo i de elementos. Wy,
puede expresarse como:

Wy, =1€1 €2 = € ' enlpxn (48)

En donde e; de dimension b x 1 es un vector que contiene la unidad en todas
sus componentes que corresponden a los elementos del i-ésimo grupo y cero
en todas las demas componentes.
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Usando estos vectores, la ecuacion (46) y (48) se combinan obteniéndose:

Tlal + Tzaz + + TSCZS + (_elwl) + (_EZWZ) + + (_ean) == 0 (49)

Este sistema se puede expresar en forma matricial como:

Ta=0 (50)

En donde T es una matriz de b X (s + n) definida como:

T=[T, T, - T, —e€ —e; = —eg (51)

y @ es un vector con (s + n) componentes definido como:

a=[x a - a; Wi Wy - Wy]T (52)

Al aplicar nuevamente la descomposicion en valores singulares a la matriz T de
la ecuacion (50) se obtiene:

T =UzV" (53)
En donde la matriz U de orden b x b contiene a los vectores singulares
izquierdos de T, V de orden (s + n) X (s + n) contiene los vectores singulares
derechos de T y X de orden b x (s + n) contiene los valores singulares no nulos
de T en su diagonal y ceros en todas las demas componentes.

Si el rango de la matriz T es 7 y designando como v; al i-ésimo vector columna
de V se deduce que:

Ty, =0 parar<i<s+n (54)

Entonces v; con 7<i<(s+n) son las soluciones @« del sistema de
ecuaciones (50). De estos vectores columna se obtienen los modos de
pretensado integral W; formados de las componentes desde la s + 1 hasta la
s+n de los vectores v; con r<i<(s+n). Es decir la parte
[wi wy - wp]T de los vectores. Estos modos satisfacen la condicion de
gue los elementos de un mismo grupo de simetria posean el mismo coeficiente
de distribucion de fuerza interna.

Si una estructura presenta un solo modo de pretensado integral y este cumple
con la condicién de que los cables estén sometidos a traccion mientras que las
barras a compresion, éste es el modo factible de pretensado integral, si esta
segunda condicidn no se cumple entonces la estructura no se puede pretensar.
Si la estructura posee varios modos de pretensado integral W, ..., W; coni > 1
el modo de pretensado integral factible se obtiene de la combinacién lineal
W.B, + -+ W;pB; de estos modos. Entonces se debe encontrar un conjunto de
constantes S, 3., ..., 8; que haga que la combinacién lineal de los modos de
pretensado integrales cumpla con la condicion de rigidez unilateral de los
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elementos. En caso de que no exista tal conjunto entonces la estructura no
admite pretensado para la condicion de rigidez unilateral de los elementos.

Método de Deducciodn Lineal:

Zhang, Dong y Fu en (Z. Zhang et al., 2008) proponen un método iterativo para
encontrar la distribucion de fuerzas internas de la estructura. Este método se
basa en el uso de la seudoinversa A* de la matriz de equilibrio 4 de la
estructura.

La seudoinversa (o inversa de Moore-Penrouse) de la matriz A de orden m X n
y rango r se basa en una descomposicion en valores singulares reducida de la
matriz (Lay & Murrieta, 2012).

Cuando X contiene filas o columnas de ceros se puede fraccionar las matrices
U y V mediante submatrices de la siguiente manera:

U= [Ur Um—r] donde Ur = [ul e U e ur]
Vv=[V, V,_,] donde V,=[v, = Vi * v,]

u; Yy v; son los vectores columna de U y V respectivamente. Entonces U, es de
mXxryV,esdenxr.Porlotanto la SVD de la matriz A resulta en:

Vi
Vir

a=w, U0 0| |=v.ovr

(55)
A=U,DVE
La que se conoce como descomposicién en valores singulares reducida de A.

Debido a que D es una matriz diagonal con elementos distintos de cero, tiene
inversa. Entonces la seudoinversa de A se define como:

At =v.p~1uT (56)
y es de orden n X m. Una de sus principales propiedades es A*4 = I,,,.,,. Esta

propiedad es la que se aprovecha para el planteamiento del método de
deduccion lineal.

El método se basa en las siguientes ecuaciones de equilibrio:

At=f (57)
At = A*f (58)
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en las que t representa una distribucién arbitraria de fuerzas internas en los
elementos de la estructura. Cada componente de f representa el desbalance
de las fuerzas internas de los elementos que se conectan a cada nodo. En el
estado de autoequilibrio en ausencia de fuerzas externas f =0. At es la
distribucion de fuerzas internas, en la estructura, que equilibran las fuerzas f
producidas por el desbalance.

El proceso del método inicia con el planteamiento de una distribucion inicial t,
de fuerzas internas. Esta distribucion inicial al ser arbitraria no garantiza el
autoequilibrio por lo que mediante la ecuacién (57) se pueden calcular las
fuerzas f resultado del desbalance de las componentes de t, en los nodos. El
proceso iterativo se resume en los siguientes pasos designando con i al
namero de iteracion:

Pasol: con la distribucion inicial t;_; se calculan mediante la ecuacion (57) las
fuerzas f; de desbalance en los nodos.

Paso 2: Si el vector f; es muy préximo al vector nulo, segin algun criterio de
convergencia, puede considerarse que t;_; es el modo factible de pretensado
integral, en caso contrario el proceso continta con el paso 3. Se puede usar el
siguiente criterio de convergencia: que la componente de f; con el mayor valor
absoluto sea menor que una tolerancia establecida.

Paso 3: Con f; se usa la ecuacion (58) para calcular At que corresponde a la
distribucion de fuerzas internas que equilibran a f;. Entonces la nueva
distribucion de fuerzas se calcula t; = t;_; — At y el proceso se repite desde el
Paso 1 tomando a t; como la nueva distribucion inicial.

En la eleccion inicial de t, se considera a priori la rigidez unilateral de los
elementos.

Una vez determinado el modo factible de pretensado integral con los métodos
expuestos (0 con otro método) el ultimo paso de la busqueda de fuerza es la
determinacién del nivel de pretensado.

Debido a que el pretensado imparte rigidez al sistema es conveniente que sea
de magnitud grande pero desde el punto de vista tecnoldgico (resistencia de los
materiales, métodos constructivos) debe ser el minimo posible. Estos dos
factores deben balancearse para conseguir un nivel 6ptimo de pretensado.

El nivel de pretensado se determina sujeto a condiciones técnicas propias del
disefio estructural, como deflexiones bajo condiciones de carga en servicio y la
rigidez y resistencia de la estructura ante estados de carga ultima.

2.4.3 Tipos de Tensegridad

Abiertos: requieren de elementos adicionales para la estabilizacién y rigidez
de la estructura, como: anillos, mastiles, entre otros.
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Cerrados: las estructuras tensegriticas tal y como se las define, auto-estables
y autotensadas, sin necesidad de elementos externos para su estabilidad y
rigidez.

2.4.4 Aplicaciones

Desde que surgio la tensegridad su aplicacion principal fue en esculturas, es
dos décadas después que la tensegridad forma parte de la arquitectura y la
ingenieria generando varias tipologias de estas estructuras y algunas
aplicaciones llevadas a la practica.

Esculturas:

Antes de que la tensegridad fuera considerada como un sistema estructural o
tan solo fuera considerada dentro de la arquitectura y la ingenieria, este
principio fue reproducido solo en esculturas, muchas de estas famosas
esculturas fueron construidas por Snelson, siempre manteniendo el principio de
compresion discontinua y tensién continua.

En general, los investigadores que dedicaron su tiempo a la tensegridad
generaron esculturas con el fin de entender mejor el comportamiento de dicho
principio y optimizarlo.

Esculturas como “The Needle Tower”, Figura 2.11, ya mencionada antes y
“‘INDEXER II”, Figura 2.12, son muy importantes en la historia de la tensegridad
por marcar puntos de inicio a los posteriores estudios del tema.

El INDEXER Il fue un regalo de la clase de ingenieria de 1950 de la
Universidad de Michigan, mastiles de acero inoxidable de gran tamafio se
levantan por sobre la superficie como si flotaran todo debido al principio de
tensegridad.
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Figura 2.12 INDEXER II, actualmente se encuentra en la Facultad de Ingenieria de la
Universidad de Michigan.

Figura 2.11 The needle tower, Museo Hirshhorn y Jardin de las Esculturas, Washington.

Torres:

La aplicacion en Torres no ha tenido mucha amplitud, aun menos debido al
hecho de que sus principales aplicaciones se han propuesto para torres de
energia y antenas de comunicacion, que, comprados con los métodos
tradicionales con los que se construyen, hacer una en tensegridad es mas
complicado.
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Figura 2.13 Ejemplo de Torre tensegritica.

Cubiertas:

En la actualidad no existen aplicaciones de cubiertas de tensegridad pura, es
decir que sean autoestables, como antes definimos, las cubiertas existentes
estarian dentro del grupo de las tensegridades abiertas ya que requieren de
elementos externos para su estabilizacion.

AuUn se encuentra en discusion si son 0 no consideradas como tensegridades,
pero debido a su geometria y forma, ademas del hecho de ser livianas y cubrir
grandes luces, se usan para cubiertas de grandes complejos deportivos.

Tal es el caso del antes mencionado Georgia Dome, Figura 2.14, o del Estadio
de la Plata en Argentina, Figura 2.15, en los que el domo tensegritico se ancla
en un anillo de compresion de hormigén y de acero, respectivamente. Esta
tipologia se denomina domo de cables.
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Figura 2.15 Estadio de la Plata, Ciudad de la Plata, Argentina.

Cubiertas de tensegridad pura han sido propuestas en estudios por Katherine
A. Liapi y Jinman Kim de la Universidad de Texas, Austin. Liapi y Kim (Liapi &
Kim, 2003) generaron un cédigo matematico para el disefio de una cubierta
tensegritica abovedada, dicho co6digo integra principios geomeétricos que
permiten la generacion automatica de un modelo en 3D (Liapi, Kim, & Liu,
2004).
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Figura 2.16 Modelo de cubierta en tensegridad de Liapi y Kim.

Domos de Cables:

David H. Geiger desarrollo el sistema de domo de cables basado en el principio
de tensegridad, el mismo que lo combino con el sistema de aspensién
propuesto por Fuller.

Geiger reemplazo los pesados anillos metélicos de la aspension de Fuller por
un sistema de barras y anillos sujetos por cables radiales que se auto-
sustentaban a medida que se elevaban. Hasta su muerte en 1989, Geiger
construyo cuatro domos circulares de estas caracteristicas de hasta 120 metros
de diametro.

Posteriormente, el ingeniero suizo-norteamericano Matthys P. Levy, retoma las
ideas de aspension y aprovecha las ventajas de la triangulacién para generar
con las estructuras resultantes paneles de membrana en forma de paraboloide
hiperbdlico (Garcia Zufiiga, 2011).

El peso ligero de las estructuras de barras y cables, tales como el domo de
cables de Geiger, Figura 2.17, y el domo de cables de Levy, Figura 2.18, las
hacen adecuadas para cubiertas de grandes luces. La traccion de los cables y
la compresion de las barras componen este sistema con el pretensado inicial
gue genera un estado de auto-equilibrio. En otras palabras el pretensado inicial
determinara la geometria Unica del domo de cables (L. Zhang, Chen, & Dong,
2007).

Los domos de cables fueron empleados por primera vez en el techo del
gimnasio olimpico de Seul (Geiger, Stefaniuk, & Chen, 1986), debido a sus
formas innovadoras y peso ligero han llegado a ser populares como estructuras
de cubierta de arenas, estadios, y centros deportivos en la ultimas dos
décadas. Otros domos de cables reconocidos son: Redbird Arena y el
Suncoast Dome en los Estados Unidos, el Estadio de la Plata en Argentina, y el
Tao-Yuan Country Arena en Taiwan. El domo de cables mas grande construido
es el Domo de Georgia disefiado para las olimpiadas de Atlanta en 1996.

Luis Alberto Ochoa Peralta 51
Paul Fernando Orellana Ochoa



©
o
c
)
S
O
)
°
o
©
2
0
S
)
=
[
-]

R
S
Q
c
O
(@]
f=
[}
©
ie]
©
=
=]
Q
©
LL

\
)
el

J

|

X
jiaN

Figura 2.17 Domo de cables tipo Geiger.
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3 Metodologia

Para el presente trabajo, la metodologia empleada se fundamenta en una
recopilacion de informacion que abarca el tema central y demas ramales o
subtemas, una extensa revision bibliografica y su posterior analisis, cuya
informacion se complementa con la elaboracion de un modelo fisico y digital.

El analisis de la informacion recopilada se complementa con el uso de
herramientas digitales que permiten reproducir geometrias que posteriormente
tendrian su homadlogo fisico en modelos a escala.

En la etapa de elaboracion del modelo fisico a escala de la estructura de
cubierta se tendra en cuenta el uso de materiales que permitan reproducir el
comportamiento de la estructura a una escala real, ademas de la disponibilidad
de los mismos.

3.1 Software

En la actualidad las herramientas digitales han permitido el desarrollo a gran
escala de proyectos, facilitando generar mayores avances optimizando el
tiempo de desarrollo de los mismos, dia a dia los avances tecnolégicos
generan herramientas digitales de mayor alcance llegando cada vez a nuevos
limites en la ingenieria en general.

Si bien un software sofisticado ayuda en el desarrollo de proyectos esto no
sustituye a los conocimientos de las bases tedricas, que son indispensables
para el uso de estas herramientas y la interpretacion de los resultados que
generan.

Un punto de partida para la eleccion del software de analisis fue la verificacion
de que el programa integre la capacidad de realizar un analisis del tipo no lineal
por geometria teniendo en cuenta los efectos del pretensado en la estructura.
Se presentd una introduccion a este tipo de andlisis en el capitulo anterior.

A continuacién, se presenta una sintesis de la descripcién de cada uno de los
programas utilizados en el presente trabajo:

Autodesk AutoCAD

AutoCAD como lo indica sus siglas en inglés CAD (Computer Aided Desing) es
un software para disefio asistido por computador, es utilizado para generar
dibujos en 2D y modelos en 3D, es uno de los programas mas usados por
ingenieros y arquitectos.
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En el presente trabajo de investigacion se usd este programa para modelar la
geometria de distintas tensegridades, desde modelos relativamente simples
hasta la estructura de cubierta propuesta.

CSI Bridge

Es un software de la familia CSI (Computers and Structures, INC), integra las
capacidades de modelado, andlisis y dimensionamiento de superestructuras,
como su nombre lo indica se orienta principalmente al disefio de puentes.

Otro software de la familia CSI orientado al disefio de estructuras es SAP 2000.
Se uso6 Bridge debido a su capacidad de procesar geometrias complejas en
menos tiempo que SAP, y tiene mejores opciones para el analisis de cables,
gue es un aspecto principal en la tensegridad.

Este software se utilizé en la etapa de disefio de la estructura propuesta en el
presente trabajo.

ANSYS

Es un software de analisis por el método de los elementos finitos de propédsito
general. Sus siglas traducidas al espafiol significan analisis de sistemas.

ANSYS esta dividido en tres herramientas principales llamados modulos: pre-
procesador (creacion de geometria y mallado), procesador y post-procesador.
Tanto el pre-procesador como el post-procesador estan dotados de una interfaz
grafica.

Incluye andlisis de tipo dindmico y estatico, en ambos casos con andlisis lineal
y no lineal.

ANSYS se utilizé para el analisis no lineal de pandeo de la estructura y para
comprobaciones de disefio.

Matlab

Es un software matematico que ofrece un entorno de desarrollo integrado (IDE)
con un lenguaje de programacion propio. Incluye amplias capacidades para
operaciones matriciales.

Matlab se utilizd para obtener la distribucion de pretensado de la estructura
propuesta.
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3.2 Modelos Digitales y Fisicos

La revision de bibliografia con el analisis de modelos y proyectos existentes,
junto con ideas, conceptos y propuestas conllevo a que esta “mezcla” de ideas
y conocimientos adquiridos permitan el planteamiento de una configuracion
geométrica, la misma que sera base del estudio, analisis y posterior disefio.

Para iniciar con la exploracion de formas de estructuras tensegriticas se partid
por lo mas sencillo, generando un modelo digital y posteriormente
reproduciéndolo en un modelo fisico a escala de un mddulo basado en un
prisma de base cuadrada, que consiste en cuatro elementos barra que no se
tocan entre si mientras una red tensada los une y auto-equilibra el sistema,
Figura 3.1. Es un ejemplo simple de tensegridad que permitid entender de
mejor manera el comportamiento de las mismas y tener una idea practica del
concepto.

Figura 3.1 Mddulo de tensegridad basado en un prisma de base cuadrada, 4 barrasy 12
cables.
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Figura 3.2 Agrupacion de dos médulos,
estructura con 8 barras y 24 elementos
tensados.

A partir de la elaboracion de un modelo, con un solo modulo, se puede
continuar por generar otro modelo de mayor complejidad con un mayor nimero

de elementos a compresiéon y mas méddulos individuales unidos para formar
una estructura, Figura 3.2 y Figura 3.3.

Figura 3.3 Extension de médulos de 6 barras, estructura con 30 barras y 90 elementos
tensados.

Para la elaboracion de los modelos a escala se procedi6 a trabajar con madera
de seccion circular, la misma que cumple el trabajo de los elementos a
compresion, para la red de tensidn se usé nylon que posee la caracteristica de
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ser muy elastico lo que facilito el ensamblaje. Para la conexiéon de los
elementos se usaron terminales eléctricos que para el caso tenian la suficiente
resistencia, los modulos elaborados no requieren de mayor precision ya que
seria sobre todo para apreciacion de la geometria de la tensegridad de
modelos simples.

Estos modelos sirvieron de base para entender el comportamiento de las
estructuras tensegriticas, ademas de ser una plataforma para el siguiente paso,
que es establecer una geometria apta para la aplicacién en cubiertas, el tema
central del presente trabajo.

3.3 Prototipo

Se describe la obtencién de un modelo sobre el cual realizar el disefio. Se parte
por la obtencion de modelos digitales para posteriormente generar un modelo
fisico a escala que enfoque la geometria y comportamiento de la estructura a
escala real.

3.3.1 Geometria

La geometria de cubiertas de tensegridad son variadas, en la revision
bibliografica se encontré varias configuraciones geometrias de cubiertas
algunas de las cuales son propuestas netamente geométricas cuyo
comportamiento mecanico no se ha validado, paralelo a estas se encuentran
los domos de cables que como se explicod en el capitulo anterior necesitan de
un elemento externo para su estabilizacion, en este caso un anillo de
compresion, Figura 3.4, por lo tanto en general se tratan de estructuras
tensegriticas abiertas.

Figura 3.4 Anillo de compresién para la estabilizacion
del domo de cables.

Para la propuesta de disefio del presente trabajo se eligi6 un domo circular de
cables tipo Geiger, cuya configuracion general es:

e Diametro de 150 metros (luz libre).
¢ 3 anillos de cable internos y un anillo externo de compresién
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e 12 elementos comprimidos en cada anillo traccionado y un elemento
comprimido central.

3.3.2 Modelo Digital

La eleccion de la geometria inicia con modelos digitales en el programa
AutoCAD, se plantearon varias configuraciones de geometria cuya inclinacion
de la cubierta fuera la mejor desde el punto de vista estético y constructivo. Se
exploraron diferentes opciones presentadas en la Figura 3.5.

150

150
—
150

]
=}
18,5
20,66
1=

150

Figura 3.5 Propuestas geométricas.

La eleccion final fue la tercera opcién, cuya configuracibn cumple con las
caracteristicas antes mencionadas.

La altura de la estructura es de veinte metros y setenta centimetros
aproximadamente, para ello teniendo como parametro inicial de ingreso en
planta el diametro del domo, 150 metros, partiendo de esto se generan los
anillos interiores, continuando por ingresar los puntales y conformar la red de
cables. La configuracién y dimensiones de la estructura se muestran en la
Figura 3.6 y Figura 3.7.

Debido a la configuracion de la estructura sus elementos se pueden agrupar
segun su simetria. La Figura 3.8 muestra dicha agrupacion con la designacién
de cada grupo de elementos y la Tabla 3.1 contiene las dimensiones
longitudinales y la descripcion de cada grupo. Esta nomenclatura se usara para
hacer referencia a los elementos en el presente trabajo.
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Figura 3.6 Vista en planta y corte de la estructura de cubierta.
59

Luis Alberto Ochoa Peralta
Paul Fernando Orellana Ochoa



Universidad de Cuenca
Facultad de Ingenieria

Figura 3.8 Grupos de simetria de la estructura.

Tabla 3.1 Longitud y descripcién de los elementos para cada grupo de simetria de la estructura

de cubierta.
Elemento Lorzr%l)tud Descripcion
A 29.12 Cable del anillo tensado exterior
B 19.41 Cable del anillo tensado intermedio
C 9.71 Cable del anillo tensado interno
D 20.01 Cable radial superior del primer? anillo
E 19.3 Cable radial superior del segundo?® anillo
F 19.17 Cable radial superior del tercer® anillo
G 19.41 Cable radial superior central
H 20.01 Cable radial inferior del primer anillo
I 20.14 Cable radial inferior del segundo anillo
J 19.7 Cable radial inferior del tercer anillo
K 19.41 Cable radial inferior central
L 14 Puntal del primer anillo
M 12 Puntal del segundo anillo
N 10 Puntal del tercer anillo
@) 10 Puntal central
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a. Los anillos primero, segundo y tercero se refieren al externo, intermedio e
interno respectivamente.

3.3.3 Busqueda del Pretensado

Una vez determinada la geometria de la estructura, el siguiente paso del
analisis es la determinacion del modo factible de pretensado integral, para esto
se empleé el método de la doble descomposicion en valores singulares,
descrito en la seccion 2.4.2.

Para este proceso se implementd un algoritmo en el lenguaje de programacion
Matlab cuyo funcionamiento se describe a continuacion:

Ingreso y lectura de datos: El ingreso de datos se realiza en un archivo de hoja
de calculo mediante tres tablas: una tabla de coordenadas que contiene la
numeracion y posicion de los nodos de la estructura; una tabla de conectividad
la cual tiene la numeracién de los elementos, los nodos a los que se conectan y
el grupo de simetria al que pertenecen; una tabla con nodos libres que
identifica los nodos que no estan apoyados. Se programd una subrutina que
presenta un gréfico tridimensional del ensamblaje para verificar que la
informacion de la geometria y conectividad se ingres6 correctamente.

Obtencién del modo de pretensado: El algoritmo consta de una subrutina que
ensambla la matriz de equilibrio con la informacion ingresada en el archivo de
datos. En el célculo de los modos de pretensado se hace uso del comando
svd() del programa Matlab, el cual determina los vectores y valores singulares
de la matriz de equilibrio. De estos vectores se eligen los correspondientes al
espacio nulo de la matriz de equilibrio para obtener los modos de pretensado
independiente. Luego se ensambla la matriz T, descrita en el capitulo anterior,
y se aplica nuevamente la SVD para encontrar los modos de pretensado
integral.

Presentacion de resultados: Si el modo de pretensado integral obtenido es
anico y ademas es consistente con la rigidez unilateral de los elementos,
entonces el resultado se presenta de forma numérica en un vector que contiene
la distribucién del pretensado para cada grupo de elementos. Debido a que
esta distribuciéon es relativa se puede normalizar con respecto al primer grupo
de elementos dividiendo todas las componentes del vector para el valor de la
primera componente del mismo. Adicionalmente, se presenta un grafico
tridimensional de la estructura mostrando los elementos comprimidos en rojo y
los traccionados en azul, y el grosor de los elementos es proporcional a su
coeficiente de distribucion de pretensado.

Para validar los resultados que genera el algoritmo, este se aplicO en
estructuras de las referencias (Yuan et al., 2007), (Z. Zhang et al., 2008) y
(Schenk, Herder, & Guest, 2006) y se compararon las distribuciones de
pretensado obtenidas por el algoritmo con las obtenidas en dichas referencias.
A continuacion se presenta una de estas comparaciones.
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Considerando el médulo en tensegridad mostrado en la Figura 3.9 que consta
de 12 elementos traccionados y 4 comprimidos. Los elementos se agrupan por
su simetria en: cables horizontales inferiores, cables verticales, cables
horizontales superiores y barras; con coeficientes de distribucion de fuerzas
internas t,, t,, t, Y t, respectivamente, siendo estos coeficientes positivos para
los elementos traccionados y negativos para los comprimidos.

Schenk plantea expresiones analiticas que permiten encontrar las fuerzas
internas relativas de estructuras como la mostrada en la Figura 3.9. Estas
fuerzas relativas o coeficientes de pretensado calculados con las expresiones
analiticas para el ensamblaje son:

to 1
tv‘ _ [2.2361
1.4142

-3

Z

L,

1 6 2 1 2
Planta Elevacion
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8

1

Axonometria Perspectiva tridimensional

Figura 3.9 Estructura en tensegridad para la validacion del algoritmo. Las coordenadas de los
nodos se muestran en la Tabla 3.2.

Luego el mismo ensamblaje fue introducido en el algoritmo expuesto
anteriormente, la Tabla 3.2 y la Tabla 3.3 muestran el formato del ingreso de
los datos de coordenadas y conectividad, respectivamente. Para este caso
todos los nodos estan libres en el espacio debido a que se trata de un médulo
en tensegridad pura, por lo que puede autotensarse, entonces la tabla de
nodos libres incluye toda la primera columna de la Tabla 3.2.

Tabla 3.2 Coordenadas de los nodos de la estructura mostrada en la Figura 3.9.

X y z
Nodo (m) (m) (m)
1 -3 -3 0
2 3 -3 0
3 3 3 0
4 -3 3 0
5 -3 0 3]
6 0 -3 3]
7 3 0 3]
8 0 3 3]

Tabla 3.3 Conectividad de los elementos de la estructura mostrada en la Figura 3.9.

Elemento N_od_o Nodo Final Gr.upo <,je
Inicial Simetria
1 1 2 1
2 2 3 1
3 3 4 1
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4 4 1 1
5 2 6 2
6 3 7 2
7 4 8 2
8 1 5 2
9 6 7 3
10 7 8 3
11 8 5 3
12 5 6 3
13 2 5 4
14 3 6 4
15 4 7 4
16 1 8 4

Se verifico el ingreso de datos mediante el grafico de la estructura en Matlab,
Figura 3.10.

3r .

21 st

1+ o

Planta Elevacion

Perspectiva

Figura 3.10 Ensamblaje en Matlab de la estructura de la Figura 3.9.

Después de verificar la geometria, se ejecuta el algoritmo generando los
resultados mostrados en la Figura 3.11 y Figura 3.12, las que muestran la
distribucion numérica del pretensado para cada grupo de simetria y el grafico
de dicha distribucion, respectivamente.
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Figura 3.11 Modo factible de pretensado integral para la estructura de la Figura
3.9 obtenido con el algoritmo en Matlab.

4 4

Planta Perspectiva

Figura 3.12 Respuesta grafica del algoritmo en Matlab.

El proceso de validacibn demostré que las soluciones del algoritmo son
correctas. Entonces se procedio a encontrar la distribucién de fuerzas internas
de la estructura de cubierta, propésito del presente trabajo, cuya geometria se
mostro en la Figura 3.6.

Se consideran los grupos de simetria mostrados en la Figura 3.8. De manera
analoga a la estructura simple de la validacion, se ingresa la informacién en el
algoritmo mediante tablas de coordenadas, conectividad y de nodos libres. En
la Figura 3.13 se muestra la estructura graficada en Matlab.

Los resultados del algoritmo se muestran en la Tabla 3.4 y en la Figura 3.14.
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Perspectiva

Figura 3.13 Ensamblaje en Matlab de la estructura de cubierta propuesta.

Tabla 3.4 Modo factible de pretensado integral para la estructura de cubierta.

Distribucion de
Pretensado
A 1.0000
0.3883
0.2447
0.5525
0.3263
0.1942
0.0983
0.5525
0.2159
0.1330
0.0983
-0.1933
-0.0787
-0.0405
-0.3040

Elemento
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MODO DE PRETENSADO

MODO DE PRETENSADO

? ‘L*E .
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Perspectiva

Figura 3.14 Distribucién del pretensado en la estructura, respuesta gréfica del algoritmo en
Matlab.

3.4 Modelos Fisicos

En este apartado se expone el trabajo realizado con modelos fisicos, iniciando
con la construccion de modelos simples y luego la construccion del prototipo a
escala de la cubierta, objetivo del presente trabajo.

3.4.1 Modelos Simples

Materiales:

e Hilo nylon
e Barras de madera de seccion circular
e Terminales eléctricas de cobre
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Figura 3.15 Materiales usados para la construccion de los modelos
en tensegridad.

El primer médulo, Figura 3.16, consta de cuatro elementos a compresion unido
por una red tensada, la misma que es de nylon, es decir se trata de una
tensegridad cerrada de cuatro barras, posteriormente se unieron dos de estos
mddulos formando uno solo cuya conexién es barra-cable (barra-nylon).

Figura 3.16 Modelos simples de estructuras en tensegridad.

La maqueta se basa en el médulo de 4 barras de base cuadrada, el
procedimiento de elaboracion se inici6 por conectar la red de elementos
tensados con los terminales eléctricos, después colocar las barras dentro de la
red, conforme se conectan mas barras se complica el ensamblaje debido a que
el sistema va adquiriendo una tension cada vez mayor, con la aplicacion de
fuerza ingresan las barras y toman su posicién que finalmente permite adquirir
al modelo una configuracion geométrica Unica y estable. En un modelo de
escala mas grande se complica debido a que se requiere de la aplicacién de
grandes fuerzas, como se explicara cuando se trate la construccién del
prototipo a escala.

Luis Alberto Ochoa Peralta 68
Paul Fernando Orellana Ochoa



Universidad de Cuenca
Facultad de Ingenieria

3.4.2 Modelo del Prototipo

Este apartado expone la construccion del prototipo del modelo final de la
cubierta, la escala del modelo fisico es 1:100 con lo que el diametro externo del
modelo es de 1.50 m.

Se pretende reproducir el proceso de construccion y los inconvenientes que
involucra, en aspectos muy puntuales como conexiones y proceso de
pretensado en los cables, siendo este ultimo el mas importante.

La

Tabla 3.5 muestra las dimensiones longitudinales de los elementos del
prototipo a la escala indicada. La columna de elementos en la tabla hace
referencia a los grupos de simetria de la Figura 3.8.

Para los elementos comprimidos se opté por utilizar tubos de aluminio de
seccion circular debido a la disponibilidad de diametros pequefios.

Tabla 3.5 Longitud de los elementos del prototipo a escala de la estructura propuesta.

Longitud
(cm)

A 29.1
19.4

9.7
20.0
19.3
19.1
19.4
20.0
20.1
19.7
194

14

12

10

10
a. La designacion de los elementos es

la correspondiente a los grupos de
simetria de la Figura 3.8.

Elemento?
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Materiales:

e Cable de acero de 2 mm de didmetro

e Tubo circular de aluminio de 8 mm de diametro

e Terminales eléctricos de cobre

e Tornillos y tuercas

e Tensores pequefios

e Tubo circular de acero de 15 mm de diametro (anillo de compresion)

Figura 3.17 Materiales usados en el prototipo a escala de la estructura.

El problema principal sobre el que se trabajo fue el de las conexiones, la
conexion de los elementos debe ser lo suficientemente resistente para no fallar
con la aplicacién de las tensiones a las que va a estar sometida la estructura,
pues esto generaria el colapso de toda la cubierta. Este es un aspecto sobre el
cual se plantearon muchas ideas, finalmente se opté por sacar rosca en el
interior de los tubos de aluminio y roscar tornillos del mismo diametro con
tuercas soldadas en sus cabezas. Al final resulté una conexién de gran
resistencia que soporta de forma segura las tensiones aplicadas.
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Figura 3.19 Conexion barra-cable.

Figura 3.18 Configuracion de la
conexioén en los extremos de las barras.

Para el anillo de compresion se us6 un tubo circular de acero formando un
dodecaedro, sobre sus vértices se soldaron tuercas en las cuales se
conectarian los cables radiales que unen el primer anillo de cable y los
elementos a compresion.

Antes de construir el modelo a escala se construy6 su homélogo en corte (2D),
Figura 3.20, con el fin de afinar detalles sobre conexiones, la manera en que se
aplicara la tension en los cables y a qué elemento(s), comprobaciones sobre
medidas y deformaciones de la misma que dieron un enfoque claro sobre qué
soluciones dar a algunas complicaciones encontradas en el proceso.
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Figura 3.20 Modelo en corte 2D del prototipo, los cables horizontales cumplen la
misma funcién que los anillos de cables, los elementos verticales de madera
mantienen a los puntales en el mismo plano.

Con la experiencia obtenida del modelo en 2D, se inicio la construccion del
prototipo a escala, se gener6 una red de cables conectada con las barras que
formarian parte de los doce conjuntos radiales del domo, Figura 3.21, el
elemento central es el Ultimo en conectarse con el resto del conjunto.

Los cables externos radiales se conectaron al anillo de compresién obteniendo
una red de cables y barras conectados de extremo a extremo formando un
conjunto suspendido, Figura 3.22.

En este punto se conectan los anillos de cables lo que provocé que el domo se
fuera elevando, asi hasta llegar al anillo externo de cable el cual en un inicio se
conecto a dos tensores, Figura 3.25.

El giro en los tensores generd poco a poco que el domo se fuera elevando
hasta que los tensores no permitieron ajustar la longitud.

En este punto se reemplazaron los dos tensores por uno solo con cables
unidos de extremo a extremo volviendo al punto de dar giro al Unico tensor
hasta que la longitud del elemento sea la correcta.

A continuacién se presenta una secuencia fotografica que ayudara a entender
de mejor manera el proceso constructivo del prototipo:

Figura 3.21 Cables y barras conectados formando los conjuntos
radiales. Los elementos comprimidos L, M y N se muestran de izquierda
a derecha.
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Figura 3.22 Conexion de los conjuntos radiales con el anillo de compresion y
la barra central.

Figura 3.23 Conexion del anillo tensado central. Se observa como la parte
central del domo se eleva debido a la tensién que genera el cable en la parte
inferior.

Figura 3.24 Conexion del segundo anillo tensado. La zona central del domo se
eleva y las tensiones en todo el sistema crecen, lo que complico la conexion del
anillo.
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Figura 3.25 EI dltimo anillo de cable con una tensién inicial. Se observan los dos
tensores que se usaron para reducir la longitud del elemento. Posteriormente se
reemplazaron con un solo tensor para ajustar la longitud hasta llegar a la
dimension requerida.

Luis Alberto Ochoa Peralta
Paul Fernando Orellana Ochoa

74



Universidad de Cuenca
Facultad de Ingenieria

Figura 3.26 Prototipo a escala terminado.

La aplicacion de tensiéon en el cable del anillo de cable externo por medio del
tensor requiri6 de grandes fuerzas, lo que nos da una idea de la magnitud de
esfuerzos que se aplicaria en el modelo a escala real.

La geometria final del domo fue la deseada inicialmente, si se hace una
comparacion de la magnitud de la estructura y su peso, 3.5 kg o 2.1 Kg/m?, es
facil tener una idea de la ligereza de este tipo de estructuras.

Figura 3.27 Prototipo a escala de la cubierta, perspectiva inferior.
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Evidentemente, como se indica en los graficos, la estabilizacién de la estructura
depende en gran medida del anillo de compresion lo que coloca al domo en el
grupo de las tensegridades abiertas, el anillo de compresion absorbe los
esfuerzos generados por toda la estructura.

Para lograr una estructura estable se ajustaron las longitudes correspondientes
a las calculadas para cada elemento, de acuerdo a la escala del modelo,
generando las fuerzas de pretensado de forma experimental.
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4 Disefno

4.1 Proceso de Disefio

Luego de que el estado inicial de la estructura se determind, es decir, su
geometria y la distribucion de pretensado, se procede a dimensionar los
elementos que la componen. Para los elementos a compresion se utilizo el
método de Disefio en Base a Factores de Carga y Resistencia (LRFD) segun
las disposiciones de la especificaciéon AISC 360-10 (AISC, 2010). Para los
elementos a traccion se recurrio a la normativa ASCE 19-96 (ASCE, 1996). El
primer paso del proceso de disefio es el de la determinacion de las acciones
externas que se aplican sobre el ensamblaje, es decir, las cargas que debe
soportar. Estas cargas se determinaron en base al Estandar ASCE/SEI 7-10
(ASCE, 2010).

El disefio se basa en la determinacion de las fuerzas que se generan en los
elementos mediante una simulacion numérica del comportamiento de la
estructura, dicha simulacién se realiz6 en los programas de analisis por
elementos finitos descritos en el capitulo anterior. En una primera etapa del
andlisis la estructura se model6 en el software de célculo con elementos de tipo
“truss” (barra biarticulada) y de tipo cable, lo que implica que no se toman en
cuenta efectos de flexion ni pandeo durante el analisis, en esta etapa también
se definié el nivel de pretensado del ensamblaje. En la etapa final, con los
elementos dimensionados en base al modelo de la primera etapa, se
reemplazaron los componentes comprimidos con elementos de tipo “beam”
(viga) para ejecutar un analisis no lineal del pandeo, de este modo se valida la
estabilidad global de la estructura ante los casos de carga considerados.

El disefio en la primera etapa se resume en los siguientes pasos:

Paso 1: Estableciendo un nivel de pretensado, se calculan las fuerzas iniciales
de los elementos con el modo factible de pretensado integral determinado en el
capitulo anterior. Con estas fuerzas se pre-dimensionan los elementos de la
estructura. El nivel de pretensado se establece fijando la fuerza interna en el
grupo de simetria de referencia, por ejemplo en el A, y luego calculando las
fuerzas internas de los demas grupos de simetria relativos al de referencia.

Paso 2: Se analiza la estructura con los casos de carga considerados teniendo
en cuenta la no linealidad geométrica y los efectos del pretensado, de este
analisis se extrae informacion acerca de la rigidez de la estructura y de las
maximas fuerzas internas en cada grupo de simetria para los casos de carga
considerados.
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Paso 3: Analizando la estructura deformada se decide si el pretensado debe
aumentarse para evitar cables con catenaria excesiva debido a que estos no
aportan a la rigidez de la estructura. En caso de que sea necesario aumentar el
nivel de pretensado se retorna al Paso 1. Si el nivel de pretensado es
adecuado, se usan las fuerzas internas maximas de cada grupo de simetria y
los factores correspondientes a cada método, tanto para elementos a
compresion y elementos a traccion, para redimensionar los elementos. Se
repite el Paso 2 para verificar que los componentes redimensionados cumplen
con la resistencia requerida definida por cada método. De no cumplir con dicha
resistencia se redimensionan nuevamente y se ejecuta el Paso 2.

4.2 Cargas

En el presente trabajo no se consideraron los efectos de cargas sismicas en el
disefio de los elementos de la cubierta.

Elementos a compresion:

Las combinaciones de carga, para los elementos comprimidos, son las
correspondientes al método LRFD en los documentos de referencia ASCE 7-10
y AISC 360-10. Las combinaciones consideradas para estos elementos son las
siguientes:

1.4D Ci1
1.2D +0.5(Lro S o R) C.2
1.2D +1.6(Lro So R) + 0.5W C.3
1.2D + 1.0W + 0.5(Lr 0 S o R) C.4
0.9D + 1.0W C.5
1.2D + 0.5Lr con Lr en la mitad de la luz C.6
1.2D + 1.6Lr + 0.5W con Lr en la mitad de la luz C.7
1.2D + 1.0W + 0.5Lr con Lr en la mitad de la luz C.8

Elementos a traccioén:

Las combinaciones de carga consideradas para el disefio de los cables son las
correspondientes al método presente en la normativa ASCE 19-96. Se usaron
las siguientes combinaciones:

2.2(D + P) T.1
22(D+ P+ (LroSoR)) T.2
2.0(D + P+ W) T.3
20D+P+(LroSoR)+W) T.4
2.2(D+ P + Lr) con Lr en la mitad de la luz T.5
2.0(D+ P+ Lr + W) con Lr en la mitad de la luz T.6
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En donde:

D es la carga muerta o permanente que involucra el peso propio de la
estructura

Lr es la carga viva de cubierta, especificada para operaciones de
mantenimiento

S es la carga por granizo
R es la carga por lluvia
W es la carga de viento

P es la carga de pretensado

Las combinaciones C.6, C.7, C.8, T.5 y T.6 se consideraron en el presente
trabajo, adicionalmente a las de los documentos de referencia, con la finalidad
de investigar los efectos de cargas asimétricas en la estructura de cubierta.
Estas combinaciones adicionales corresponden a las combinaciones C.2, C.3,
C.4, T.2y T.4, respectivamente, en los documentos de referencia, con la carga
viva de cubierta, Lr, actuando en la mitad de la superficie de la estructura.

Carga Muerta:

Dentro de la carga muerta se considera el peso propio de los componentes
estructurales. Como valores para el disefio se tomaron los siguientes:

Elementos Comprimidos: Se usaron perfiles tubulares de acero estructural, y se
asumié el valor estandar de densidad para este material que es de 7850
Kg/m3.

Elementos Traccionados: Se usaron cables estructurales de gran resistencia.
Para cada elemento se utilizé su masa por unidad de longitud especificada en
el catalogo para cada didmetro utilizado. En los primeros pre-
dimensionamientos se utiliz6 un valor promedio de 8212 Kg/m3 y en las
verificaciones finales se uso el valor del catdlogo para cada diametro.

Membrana Tensada: Como cobertura superficial en las estructuras de domo de
cables generalmente se usan membranas tensadas sujetadas en los cables
radiales superiores de la estructura principal y a cables secundarios entre estos
para formar una disposicion de crestas y valles. La densidad de esta
membrana estructural se tomo igual a 2 Kg/m?. Esta carga, al igual que las
demas cargas distribuidas por unidad de superficie en la membrana, se model6
como carga distribuida por unidad de longitud sobre los elementos tensados
superiores en los que se fija la membrana, estos valores de carga distribuida se
calcularon multiplicando la carga superficial por un ancho tributario para cada
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elemento radial superior de la estructura. La Tabla 4.1 muestra estos valores
de carga por peso de la membrana para los elementos que la soportan.

Tabla 4.1 Carga permanente producida por el peso de la membrana.

Carga
Elemento (Kgf/gm)
D 68
E 48
F 29
G 9

En el presente trabajo no se consideraron cargas muertas adicionales, como
posibles cargas por equipamiento para luminarias y pasos de mantenimiento,
entre otras.

Carga Viva de Cubierta:

La carga viva de la cubierta se tomd igual a 100 Kgf /m? de acuerdo al capitulo
4 del Estdndar ASCE/SEI 7-10 que trata sobre las cargas vivas para el disefio.

En las combinaciones C.2, C.3, C.4, T.2 y T.4 el valor de (LroSoR) es el
mayor de entre los tres agrupados en el paréntesis, al tomar un Lr =
100K gf/m? es poco probable que cargas de granizo o de lluvia lo superen, por
lo tanto en dichas combinaciones se tomara Lr como el valor a considerar.

Los casos de carga C.6, C.7, C.8, T.5 y T.6 son asimétricos aplicando la carga
viva de cubierta en la mitad de la superficie de la estructura.

Al igual que el peso de la membrana, la carga viva se model6 como distribuida
por unidad de longitud aplicada sobre los cables radiales superiores que
sostienen la membrana, los valores aplicados de esta carga se muestran en la
Tabla 4.2.

Tabla 4.2 Carga viva de cubierta aplicada sobre los cables radiales superiores.

Carga
Elemento (Kgfim)
D 3380
E 2400
F 1440
G 474
Carga de Viento:
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En estructuras ligeras de cubierta, en especial de grandes superficies, la carga
de viento es un factor determinante en el disefio. Se tomara como carga de
referencia la obtenida por el Procedimiento Direccional expuesto en el capitulo
27 del Estandar ASCE 7-10 aplicable para domos esféricos. Este valor de
referencia deberia ser ajustado en base a pruebas de tunel de viento o
modelos numéricos para la cubierta propuesta debido a su geometria particular
gue producira una distribucion irregular de presiones sobre la superficie.

En el Procedimiento Direccional se consideraron condiciones topograficas
desfavorables y se determiné que en la superficie de la cubierta predominan las
cargas de succion por viento. En el Anexo B, se recopilan los pasos del
proceso y los parametros asumidos para la determinacion de la carga para el
presente disefio. El valor de la succion de mayor intensidad obtenido fue de -
61Kgf/m? que para el presente trabajo se considerard uniformemente
distribuido en toda la superficie de la cubierta. El signo negativo denota la
succién para diferenciarla de las cargas en direccién gravitacional.

La Tabla 4.3 muestra los valores de la carga de viento llevados a cargas
distribuidas por unidad de longitud sobre los cables radiales superiores en los
gue se fija la membrana.

Tabla 4.3 Carga de viento aplicada sobre los cables radiales superiores. El signo negativo
denota succién.

Carga
Elemento (Kgf/gm)
D -2061
E -1464
F -878
G -289

Combinaciones:
Elementos a compresion:

La Tabla 4.4 muestra las combinaciones de carga del método LRFD aplicadas
sobre los cables radiales superiores que sostienen la membrana para el disefio
de los elementos comprimidos. Adicionalmente a estas cargas aplicadas se
asigna el factor correspondiente a la carga muerta para el peso de los
elementos de la estructura en cada caso de carga.

Tabla 4.4 Cargas de las combinaciones aplicadas sobre los cables radiales superiores para el
disefio de los elementos a compresion.

Combinaciones
Elemento C.1 C.2 C.3 (o} C5
(Kgfim) | (Kgfim) | (Kgf/m) | (Kgf/m) | (Kgf/m)
D 95 1771 4458 -291 -2001
E 67 1258 3166 -206 -1421
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F 40 755 1900 -124
G 13 248 625 -41

Tabla 4.4 Continuacion: Cargas de las combinadas aplicadas sobre los cables radiales
superiores para el disefio de los elementos a compresion, casos asimétricos.

Combinaciones
Elemento C.6 C.7 C.8
(Kgf/m) (Kgf/m) (Kgf/m)
1ZQ DER 1ZQ DER 1ZQ DER
D 1771 81 4458 -950 -291 -1981
E 1258 58 3166 -674 -206 -1406
F 755 35 1900 -405 -124 -844
G 248 11 625 -133 -41 -278

Elementos a traccion:

La Tabla 4.5 muestra las combinaciones de carga para el disefio de los
elementos traccionados aplicadas sobre los cables radiales superiores que
sostienen la membrana. Adicionalmente a estas cargas aplicadas, actua el
peso de los elementos de la estructura en cada caso de carga.

Tabla 4.5 Cargas de las combinaciones aplicadas sobre los cables radiales superiores para el
disefio de los elementos a traccion.

Combinaciones

Elemento T.1 T.2 T.3 T.4

(kgf/m) (kgf/m) (kgf/m) (kgf/m)
149.6 7585.6 -3988 2772
105.6 5385.6 -2832 1968
63.8 3231.8 -1700 1182
19.8 1064.8 -560 388

®|mm|o

Tabla 4.5 Continuacion: Cargas de las combinaciones aplicadas
sobre los cables radiales superiores para el disefio de los
elementos a traccién, casos asimétricos.

Combinaciones
Elemento T.5 T.6
(kgf/m) (kgf/m)
1ZQ DER 1ZQ DER
D 7585.6 149.6 2772 -3988
E 5385.6 105.6 1968 -2832
F 3231.8 63.8 1182 -1700
G 1064.8 19.8 388 -560
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4.3 Propiedades de los Materiales

En esta seccidn se trataran las propiedades de los materiales utilizados en el
disefio, caracteristicas fisicas de los elementos estructurales, normativas que
rigen la elaboracién de los materiales, ademas de parametros que se
verificaron para la eleccion de los mismos.

Tubo Estructural:

Se trata de un perfil hueco de seccién circular, los tubos estructurales por lo
general soportan grandes compresiones y también tracciones.

Caracteristicas de resistencia de los tubos estructurales:

e Los puntales de seccién tubular son igualmente rigidos en todas las
direcciones a menos que los momentos sean de gran magnitud.

e La seccion circular de un perfil HSS al tener un radio de giro constate en
todas las direcciones con respecto al centroide lo hace mas eficiente
para trabajar a compresion.

e Alta resistencia a la torsion.

e Debido a que los tubos circulares tienen una seccion aerodinamica la
resistencia al viento es aproximadamente de solo 2/3 de la que tienen
superficies planas del mismo ancho.

Para el disefo, se recurrio al catdlogo de un fabricante de tuberia estructural
(CONDESA, 2006), este distribuidor cuenta con una gama amplia de tubos
estructurales destinados especificamente para proyectos estructurales de gran
escala, disponen de tuberia de diametros grandes, amplios espesores de pared
y grandes longitudes lo que evita uniones.

En cuanto al proceso de fabricacion disponen de perfiles tubulares:

e Conformados en frio y sin tratamiento térmico posterior.
e Conformados en frio y acabados en caliente
e Conformados en caliente.

Propiedades Mecanicas de la Tuberia Estructural:

Segun catalogo: las propiedades tanto quimicas como mecanicas se basan en
las normativas EN 10210 (European Committee for Standardisation, 1997) y
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EN 10219 (European Committee for Standardisation, 2006), normas Europeas
para aceros estructurales — grados y cualidades.

Segun las normativas mencionadas, inmersas en el catalogo utilizado para la
eleccion de la tuberia estructural, se tiene las siguientes propiedades, Tabla
4.6:

Tabla 4.6 Propiedades mecénicas del acero.

Esfuerzo
de . Resistencia a la traccion Alarg,am|ento
Fluencia minimo
. N/mm?2
min %
Designacion N/mm?2
del Acero espesor nominal espesor nominal
Espe_sor frio caliente T<40 mm
nominal T<3 3mm<T | 3mm<T
< - - . .
T<16 mm mm <40mm | <40mm frio caliente
S 275 JOH 275 430/580 410/560 20 23
S 355 J2H 355 510/680 470/630 20 22

Dénde: S 275 JOH y S 355 J2H son los tipos y calidades de acero, para el
disefio se eligio el acero S 355 J2H el cual posee las siguientes propiedades:

Modulo de elasticidad: E = 210 KN/mm?
Esfuerzo de fluencia: Fy = 355 N/mm?
Coeficiente de Poisson: v = 0.3 (en rango elastico)

En cuanto a las tolerancia dimensional del tubo estructural de seccion circular;
el didmetro con + 0.5 mm como minimo y de + 10 mm como maximo, el
espesor aproximadamente de — 10 % y su masa una tolerancia de + 6 % en
largos individuales.

En el catalogo las longitudes habituales en las que suministran tuberia van de 6
m a 12 m, pero, bajo pedido se puede proveer de longitudes de 4 my 16 m.

Cable Estructural:

Los cables estructurales estan destinados para diferentes usos; puentes, torres
eléctricas y telecomunicacion, estructuras y estructuras de cubiertas.

Los cables de acero estan conformados por alambres del mismo material,
estos generalmente se estan trenzados en hélice formando unidades mas
grandes llamados torones o cordones los mismos que después son trenzados
alrededor de un nucleo, llamado alma, que puede ser de acero o de fibra.

Luis Alberto Ochoa Peralta 84
Paul Fernando Orellana Ochoa



Universidad de Cuenca
Facultad de Ingenieria

torén

/

f/
/ U alambre / cable
>N
\
\ \

N
N

______ NIIRN

alma

Figura 4.1 Estructura interna de un cable.

La diferencia de usar un cable con alma de acero de uno con alma de fibra
radica en los factores ambientales, ya que estos afectan la resistencia de un
cable de alma de fibra con altos porcentajes de humedad y elevadas
temperaturas provocando hasta su ruptura, para ello se usan almas de acero
en las que dichos factores tienen menor efecto en su resistencia.

Los alambres son obtenidos por estiramiento que va reduciendo el diametro del
alambrén, para ello se lo hace pasar por dados o matrices mediante la
aplicacion de fuerza axial.

El ndmero de torones, numero de alambres y tipo de alma definen el tipo de
cable:

e Single: es de construccibn comun de siete alambres, tiene un alambre
de nucleo y seis alambres del mismo diametro que los rodean.

e Seale: es una construccion de cable que en la ultima capa tiene los
alambres de mayor diametro que los internos, lo que le da mayor
resistencia a la abrasion.

e Filler: tiene dos capas de alambres, los hilos mas delgados rellenan
espacio dejados entre los otros alambres, este tipo se usa cuando es
necesario cables de mayor seccion metdlica y buena resistencia al
aplastamiento.

e Warrington: tiene una capa exterior formada por alambres de dos
diametros distintos, su posicidn se alterna dentro de la seccion del cable.
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e Warrongton Seale: es una combinacion de los antes mencionados, es
perfecto para aportar flexibilidad asi como también aporta gran
resistencia a la abrasion.

— '\__/'I —

— -

Warrington Seale Filler Wire

Figura 4.2 Construcciones de la seccion transversal de un cable.

Para la eleccion de los cables se recurrio al catalogo de fabricante (Bethlehem,
2013), especializados en cables de gran resistencia para estructuras.

Propiedades Mecanicas:

Maodulo de elasticidad: E = 159 KN/mm?
Peso promedio por unidad de volumen: Y = 8212 Kg/m?
Esfuerzo promedio de rotura: Fu = 1507 N/mm?

Coeficiente de Poisson: v = 0.3 (en rango elastico)

Para el disefio se requiere de cable estructural que sea adecuado para soportar
grandes esfuerzos de tension, este requerimiento se cumple en la seccion de
cables de Bethlehem; “structural strand” o cordones estructurales, donde una
gran flexibilidad y flexiobn no es un requerimiento.

Los cables estan regidos bajo la normativa del ASTM especificacion A586.

4.4 Estados Limite Considerados
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4.4.1 Elementos a Compresion

Para el disefio de los elementos barra se us6 el método LRFD segun la
normativa AISC 360-10. Para elementos de seccién tubular, trabajando en
compresion axial, la norma de referencia considera el pandeo global o flexion
lateral y el pandeo local como estados limite. Que el elemento falle por pandeo
implica que falle por accidon de una fuerza mucho menor a la necesaria para
que falle por aplastamiento. La resistencia requerida no debe exceder la
resistencia de disefio del elemento en ningun caso de combinaciones de carga.

Para compresion, las secciones se clasifican como no esbeltas o esbeltas. Esta
clasificacion depende de la relacion entre el ancho y el espesor de los
elementos que componen la seccion. La relacion ancho espesor de la seccién
no debe superar una relacion limite para que se considere como no esbelta.
Para el caso de perfiles huecos de seccidn circular se toma el didmetro externo
como ancho para determinar la mencionada relacion. La relacion limite se
muestra en la Tabla 4.7.

Tabla 4.7 Relacién limite para la clasificacién de las secciones circulares huecas.
(Tabla B4.1a del AISC 360-10)

Descripcion de la Relacion L . .
g Relacion Limite Dimensiones
Seccibn ancho/espesor
. D E 4 D
Tubos Circulares — 0.11—
e Fy h I e
e

E = mdédulo elastico del acero
Fy = esfuerzo de fluencia del acero

Para secciones no esbeltas el pandeo local no es un estado limite. Debido a
que las secciones usadas en el presente trabajo se clasifican como no
esbeltas, en las siguientes paginas se hace referencia al estado limite de
pandeo global segun la secciéon E.3 del documento de referencia, aplicable a
secciones no esbeltas.

Para el calculo del pandeo es necesaria la razon de esbeltez del elemento que
para miembros disefiados solo a compresion se recomienda no mayor a 200
como primera regla. Para obtener la razén de esbeltez se requiere del factor de
longitud efectiva k.

La determinacion de k depende las condiciones de apoyo del elemento cémo
se indica en la Tabla 4.8:
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Tabla 4.8 Factores de longitud efectiva para distintas condiciones de apoyo.

Condicion doble articulacion empotramiento-articulacion doble empotramiento empotramiento libre

b

La linea punteadaes
indicativo de la
forma que tomaria

el elemento I‘ - | 1 — —
pandeado. : ‘ \
' N
Valor K tedrico 1.00 0.70 0.50 2.00
Valor recomendado

en condiciones 1.00 0.80 0.65 2.10
aproximadas

Longitud efectiva L 0.7L 0.5L 2L

Debido a que los cables no pueden transmitir flexiones y a que las conexiones
barra-cable suelen ser de tipo articulado, las condiciones de apoyo de las
barras se asumieron como doblemente articuladas, por lo tanto para el disefio
de los elementos a compresion el valor del factor de longitud efectiva es k = 1.

La esbeltez ademas del factor k, depende del radio de giro, r, y de la longitud,
L:

kL

esbeltez =

Dependiendo de la esbeltez del elemento a compresion, se tienen las
siguientes férmulas para el disefio:

Pandeo inelastico:

Cuando: <471+« F
r Fy

For = [0.658Fy/Fe] xFy

Pandeo elastico:

Cuando: kL > 471 % \/E
r Fy

F.. = 0.877 + F,

Donde, F,, es el esfuerzo critico de pandeo y F, el esfuerzo de pandeo de Euler
determinado por:
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w2 % F
(&
T

Para la determinacion de la resistencia de compresion nominal, P,:

e

b, =F,*Ag
en donde Ag es el &rea de la seccion transversal del elemento.

La carga ultima , P, a la que se somete el elemento debe cumplir la siguiente
condicion:
P, <0 xP,

Para la resistencia a compresion axial, en el limite del agotamiento resistente
por pandeo, el factor de resistencia es @ = 0.90

4.4.2 Elementos a Tensién

El disefio de los cables se realizé segun el estandar ASCE 19-96 aplicable al
disefio de estructuras de cables. Esta normativa considera combinaciones de
cargas para los elementos a traccidn y utiliza coeficientes de mayoracion sobre
las tensiones generadas en los cables por las combinaciones de carga, estos
coeficientes se encuentran en la seccion 3.2 de la normativa.

Considerando las combinaciones de carga:

22(D+P) T.1
22(D+ P+ (LroSoR)) T.2
20D+ P+ W) T.3
20D+P+ (LroSoR)+ W) T.4
2.2(D + P + Lr) con Lr en la mitad de la luz T.5
2.0(D+ P+ Lr + W) con Lr en la mitad de la luz T.6

Las combinaciones, T.5 y T.6, corresponden a las combinaciones T.2 y T.4 del
estandar con la carga viva de cubierta, Lr, actuando en la mitad de la superficie
de la estructura.

La resistencia de disefio del cable, S;, debe ser igual o mayor a la carga
mayorada calculada.

La resistencia de disefio, S;, del cable es igual a la carga nominal de rotura, S,
especificada en el catadlogo del fabricante, multiplicada por un factor de
reduccion, @, que depende del tipo de conexion y tiene en cuenta la eficiencia
en la transferencia de tension entre el cable y el elemento de conexion.

La tabla 3.2.1 de la normativa indica el valor del factor de reduccion, @¢,
dependiendo del tipo de conexién, pero solo es aplicable para cables de
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didmetro menor a 2 pulgadas por lo que queda al margen debido a que en el
presente trabajo los didmetros de los elementos a traccién todos son mayores
a 2 pulgadas. En este caso en la misma tabla mencionada, la nota 3 y la nota 4
recomiendan recurrir al fabricante para definir los valores de este factor.

En el catalogo utilizado para el disefo, el fabricante Benthlehem recomienda
usar conexiones del tipo “swaged open socket” (empalme abierto prensado), la
tabla 3.2.1 del estandar ASCE 19-96 sefala que el factor de reduccion es de
1.0 para este tipo de conexion en diametros menores a 2 pulgadas. En general
para conexiones del tipo “open and close socket” la eficiencia promedio es de
100% (Reclamation, 2009). Por lo tanto, el factor de reduccion, que se asumio
para el presente trabajo, es de @, = 1.0.

4.5 Resultados y Analisis

En base a todo lo expuesto anteriormente, la estructura se sometié a los casos
de combinaciones de carga para cada método, los siguientes resultados
engloban datos de importancia de la primera etapa tales como:

e Resultados del dimensionamiento de los elementos.

¢ Nivel de pretensado en los elementos.

e Desplazamiento nulo de los nodos y cargas axiales en estado solo de
pretensado.

e Desplazamientos de los nodos bajo la accién de los casos de carga.

e Cargas axiales en los elementos y relacion demanda/capacidad.

e Diagramas de fuerzas axiales y deformaciones de la estructura.

45.1 Disefio de los Elementos

Como se indicé anteriormente en los grupos de simetria de la cubierta, los
elementos a continuacion designados con L, M, N y O son los comprimidos
(barras), y los designados con las letras desde la A hasta la F son los
traccionados (cables). En la Tabla 4.9 y en la Tabla 4.10 se presenta el
dimensionamiento de los elementos resultado del disefio.

Elementos Comprimidos:

La Tabla 4.9 muestra las dimensiones de disefio de los componentes
comprimidos.

Tabla 4.9 Dimensiones de disefio de los elementos comprimidos.

Elemento | Diametro | Espesor D(airnselglad Longitud
(mm) (mm) (kg/m) (m)
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L 508 12 147 14
M 323.9 10 77.4 12
N 219.1 10 51.6 10
©) 508 10 123 10

Elementos Traccionados:

La columna “Numero de Cables” de la Tabla 4.10 indica el numero de
elementos requerido para soportar las cargas en la posicion de cada grupo de
simetria. Se presentan las propiedades del cable individual y las del grupo de
cables que forman el elemento.

Tabla 4.10 Dimensiones de disefio de los elementos traccionados.

Cable Individual Total

Numero Area Carga Area Carga .
Elemento de Diametro | metélica| de |metalica| de D(Tinnségfd
Cables (mm) aprox. | rotura | aprox. | rotura (kg/m)

#) (cm?) (Ton) (cm?) (Ton)
A 4 95 54.39 822 218 3288 176
B 2 79 37.81 584 76 1168 61
C 1 73 32.00 494 32 494 26
D 2 79 37.81 584 76 1168 61
E 1 89 47.42 724 47 724 38
F 1 73 32.00 494 32 494 26
G 1 52 16.45 261 16 261 13
H 2 98 58.06 878 116 1756 94
I 1 83 40.90 625 41 625 33
J 1 54 17.48 277 17 277 14
K 1 51 15.48 245 15 245 13

El peso de la estructura, considerando solo los componentes estructurales de
las tablas anteriores, es de 191.5 Toneladas. Con la membrana tensada se
tiene un peso aproximado de 225.3 Toneladas. El area cubierta por la
estructura es de 16875 m2. Entonces el peso del domo mas la membrana
tensada representa alrededor de 13.4 kg/m2. Esto sin considerar el peso del
anillo de compresion que puede ser de hormigén armado o acero.
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45.2 Nivel de Pretensado en los Elementos

En la Tabla 4.11 se presentan las fuerzas de pretensado para los elementos,
corresponden al modo de pretensado de la estructura obtenido con el método
de la doble descomposicion en valores singulares implementado en Matlab (ver
Tabla 3.4).

Tabla 4.11 Fuerzas internas de pretensado para la estructura.

Fuerza
Elemento |internainicial
(Ton)
830.2
322.4
203.1
458.7
270.9
161.3
81.6
458.7
179.2
110.4
81.6
-160.5
-65.3
-33.6
-252.4

OoIZIZ| M R|e|—|T|OQMMOO| T >

4.5.3 Desplazamiento de los Nodos y Cargas Axiales en Estado de
Pretensado

Desplazamientos:

En la Figura 4.3 a continuacion se presenta la designacion de nodos en la
estructura para la presentacion de resultados. Corresponden a los nodos en los
extremos inferior y superior de los elementos comprimidos.
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Figura 4.3 Modelo de la estructura en CSI Bridge y designacion de los nodos.

La Tabla 4.12 muestra el desplazamiento de los nodos indicados, bajo el caso
de carga de solo pretensado, es una tabla de resultados directa del software
CSI Bridge, se puede observar que los desplazamientos son practicamente
nulos ya que la distribucion de pretensado corresponde al estado de auto
equilibrio.

Tabla 4.12 Desplazamientos nodales resultado del analisis bajo el caso de pretensado.

TABLE: Joint Displacements

Joint

Text

=

OO N~NOOO OO AW WDNDNEPRE

Output
Case

Text
pretension
pretension
pretension
pretension
pretension
pretension
pretension
pretension
pretension
pretension
pretension
pretension
pretension
pretension
pretension
pretension

Case

Type

Text
NonStatic
NonStatic
NonStatic
NonStatic
NonStatic
NonStatic
NonStatic
NonStatic
NonStatic
NonStatic
NonStatic
NonStatic
NonStatic
NonStatic
NonStatic
NonStatic

Step
Type
Text
Max
Min
Max
Min
Max
Min
Max
Min
Max
Min
Max
Min
Max
Min
Max
Min

Ul

m
0
-0.000026
0.000027
0
0
-0.000005986
0.000035
0
0.000012
0
0.000007048
0
0
-9.491E-14
0
-3.637E-14

u2

m
0
-0.000044
0.000016
0
0
-0.00001
0.00002
0
0.00002
0
0.000004069
0
0
-1.421E-13
0
-7.691E-14

U3

m
0
-0.000228
0
-0.000226
0
-0.000441
0
-0.000441
0
-0.000478
0
-0.000479
0
-0.000568
0
-0.000564
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Fuerzas Axiales:

La Figura 4.4 muestra los diagramas de fuerzas axiales de los elementos de la
estructura bajo la accion del pretensado.

Figura 4.4 Diagrama de fuerzas internas bajo el caso de pretensado.

En teoria los desplazamientos nodales bajo la acciéon de la carga de
pretensado deben ser nulos y las fuerzas internas deben ser las mostradas en
la Tabla 4.11, sin embargo por el calculo numérico del programa estos valores
varian ligeramente. Estas variaciones de desplazamientos se muestran en la
Tabla 4.12 con la designacién de nodos mostrada en la Figura 4.3. La variacion
maxima entre las fuerzas internas obtenidas en el programa y las de la
distribucion tedrica es de alrededor de 260 kgf, que es un valor relativamente
pequefio comparado con las cargas de pretensado, dicha diferencia representa
el 0.05 % de la carga de pretensado en el caso mas desfavorable.

Esta diferencia se debe en parte a la relacién de rigidez de los elementos, es
decir, si ingresamos elementos con rigidez muy alta (practicamente
indeformables) la distribucién de las cargas de la estructura se acerca mas a la
teodrica.

Luis Alberto Ochoa Peralta 94
Paul Fernando Orellana Ochoa



Universidad de Cuenca
Facultad de Ingenieria

4.5.4 Desplazamientos de los Nodos Bajo la Accion de las
Combinaciones de Cargas

A continuacion se presenta las deflexiones en los nodos de la estructura bajo
los casos de carga de servicio consideradas en el disefio. La designacion de
los nodos es la mostrada en la Figura 4.3.

Tabla 4.13 Deflexion de los nodos para los casos de cargas de servicio.

Casos Asimétricos
D+P |D+P+Lr|D+P+W |D+P+Lr+W |D+P+Lr| D+P |D+P+Lr+W | D+P+W
Nodo . .
(m) (m) (m) (m) izq der izq der
1 -0.034 | -0.338 | 0.076 -0.123 -0.757 | 0.391 -0.664 0.593
2 -0.035 | -0.380 | 0.087 -0.135 -0.790 | 0.378 -0.677 0.597
3 -0.067 | -0.872 | 0.195 -0.285 -1.519 | 0.693 -1.128 1.028
4 -0.067 | -0.894 | 0.201 -0.289 -1.537 | 0.688 -1.136 1.031
5 -0.083 | -1.397 | 0.265 -0.393 -1.634 | 0.479 -0.983 0.848
6 -0.082 | -1.400 | 0.263 -0.391 -1.638 | 0.482 -0.988 0.849
7 -0.088 | -1.630 | 0.283 -0.426 -0.614 -0.061
8 -0.080 | -1.598 | 0.256 -0.400 -0.594 -0.067
MAX | -0.088 | -1.63 0.283 -0.426 0.482 | -1.638 1.031 -1.136
£
A
g
Figura 4.5 Asignacion de cargas de servicio en casos asimétricos.
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Figura 4.6 Estructura deformada bajo la accion de cargas de servicio, desplazamientos
amplificados con un factor de 3.

4.5.5 Fuerzas Axiales en los Elementos Bajo la Accion de las
Combinaciones de Cargas

La Tabla 4.14 muestran los valores de fuerza axial de compresién maxima en
los elementos L, M, N y O para las 8 combinaciones de carga consideradas
para el disefio de estos elementos. Luego de los casos de carga, se presenta
una columna con el maximo valor de compresion, entre todos los casos de
carga para cada elemento. La pendltima columna de la tabla contiene la
capacidad de disefio del elemento, @P,, determinada segun el método LRFD
descrito en la seccion 4.4.1. La ultima columna de la tabla muestra la relacion
entre la maxima demanda y la capacidad de disefio del elemento. Esta
relacion, demanda/capacidad, debe ser como maximo igual a 1.

La Tabla 4.15 muestra los valores de fuerza axial de traccion maxima en los
cables, multiplicados por los respectivos factores de mayoracion, para las 6
combinaciones de carga consideradas para el disefio de estos elementos.
Luego de las tracciones de cada caso, se presenta una columna con el maximo
valor de traccion, entre todos los casos de carga para cada elemento. La
penultima columna contiene la capacidad de disefio, S,;, del grupo de cables
que conforman el elemento determinada segun el estandar ASCE 19-96 (ver
seccibn 4.4.2). La dltima columna de la tabla muestra la relacién
demanda/capacidad para los elementos traccionados. Todos los valores de la
Tabla 4.15 se refieren al conjunto de cables que conforman el elemento, por
ejemplo el elemento A de la estructura estd conformado por 4 cables. El
namero de cables para cada elemento se especificO en la Tabla 4.10 de
dimensiones de disefio.
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Tabla 4.14 Fuerzas axiales para las combinaciones del disefio LRFD de los elementos a compresion.

Clemento| C1 | G2 | €3 | ca | €5 | C6 | C7 | C8 |Maximo| oSN Demandas
(Ton) | (Ton) | (Ton) | (Ton) | (Ton) | (Ton) | (Ton) | (Ton) (Ton) (Ton) Capaciad
L -1661 | -2092 | -3285 | -1578 | -1262 | -2027 | -2856 | -1570 | -3285 -3849 0.85
M -650 -785 -1233 -630 -560 -778 -1098 -645 -1233 -1389 0.89
N -316 -311 -441 -326 -370 -344 -465 -372 -465 -600 0.78
O] -2209 | -1515 | -1511 | -2455 | -3469 | -1918 | -2136 | -2990 | -3469 -4031 0.86
Tabla 4.15 Fuerzas axiales mayoradas correspondientes al disefio de los elementos traccionados.
Elemento| T T.2 T.3 T.4 T.5 T.6 |Méximo F;ejgitfggc')a Demanda/
(Ton) (Ton) | (Ton) | (Ton) | (Ton) | (Ton) | (Ton) (Ton) Capacidad
A 1952 3104 1408 2075 2597 1877 3104 3288 0.94
B 721 1072 578 736 913 699 1072 1168 0.92
C 429 466 453 370 447 443 466 494 0.94
D 966 1029 1063 821 1025 1027 1063 1168 0.91
E 547 414 711 396 499 623 711 724 0.98
F 316 160 461 196 254 390 461 494 0.93
G 158 62 241 90 115 202 241 261 0.92
H 1080 1728 778 1150 1456 1050 1728 1756 0.98
I 402 603 321 410 517 393 603 625 0.96
J 233 255 246 201 247 239 255 277 0.92
K 162 96 223 106 138 191 223 245 0.91
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4.6 Analisis no Lineal de Pandeo

Se trata de un analisis no lineal con grandes desplazamientos extendido hasta
el valor de carga que produce la inestabilidad por pandeo de la estructura. Este
puede contener ademas otros tipos de no linealidad, como la del material e
incluir los defectos de fabricacion de los elementos.

Con los elementos dimensionados en base al modelo de la primera etapa, se
realiz6 un segundo modelo de la estructura usando para los componentes
comprimidos elementos de tipo “beam” (viga). Estos elementos permiten tener
en cuenta los efectos de flexién lateral, es decir, el pandeo de los elementos
comprimidos.

Para aplicaciones de ingenieria no es suficiente determinar que la estructura es
estable para un conjunto de cargas. Es necesario extender el analisis hasta
establecer la carga bajo la cual se produce la inestabilidad de uno o mas de
sus componentes, esto permite especificar el factor de seguridad ante la
inestabilidad de la estructura (ANSYS, n.d.).

En el programa de elementos finitos cuando la carga a la que se somete un
elemento es perfectamente axial las deflexiones fuera del eje, necesarias para
iniciar el pandeo, no se desarrollan y el analisis fallara en la prediccién de la
carga que produce la inestabilidad. Para resolver este problema es necesario
ingresar pequefias perturbaciones iniciales que generen dichas deflexiones,
estas perturbaciones pueden ser fuerzas o geometrias iniciales con pequefios
desplazamientos fuera del eje del elemento (ANSYS, n.d.). Resulta complicado
cuantificar la magnitud de la fuerza inicial que debe aplicarse para producir la
respuesta de pandeo, esta carga puede llegar a tener un valor considerable a
tal punto de cambiar las condiciones del problema. La opcién que mejor se
adapta es la de suponer geometrias con pequefias perturbaciones iniciales, la
magnitud de estas perturbaciones puede elegirse en base a las tolerancias de
fabricacion de los elementos reales.

La forma de la geometria inicial, expuesta en el parrafo anterior, se decide en
base a la forma que asumiria el elemento pandeado. Estas formas dependen
de sus condiciones de apoyo y de carga. Para condiciones de apoyo comunes
y cargas axiales, la Tabla 4.8 muestra con linea discontinua la directriz de los
elementos deformados por pandeo. Otra manera de determinar las formas o
modos de pandeo es mediante un analisis lineal o de autovalores del pandeo
del elemento o estructura.

En el modelo de la segunda etapa de analisis las propiedades mecéanicas de
los materiales fueron las mismas que en el modelo de la primera etapa. Los
componentes comprimidos se modelaron con una directriz alejada 5mm en el
punto medio de la linea recta que une los extremos, A=5mm en la Figura 4.7(b).
Para determinar este valor se modelo una columna en condiciones de apoyo
articulado en los dos extremos y con las dimensiones determinadas en el
disefio de las barras del grupo L de la estructura, Figura 4.7(a) con |=14m. Se
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determind la carga de pandeo de esta columna en tres estados de perturbacion
inicial, con su directriz a 10, 5 y 1 mm alejada de la recta en el centro, A=10mm,
A=5mm y A=1mm en la Figura 4.7(b). Los resultados de este analisis preliminar
mostraron que para los tres valores de A se puede obtener practicamente la
misma carga de pandeo y por lo tanto, se puede optar por cualquiera de estos
desplazamientos iniciales.

p

|

(a) (b)

Figura 4.7 Barra comprimida biarticulada, para el ejemplo de analisis no lineal de pandeo.
(a) Condiciones del problema. (b) Perturbacion inicial en la geometria.
Debido a que debe extenderse el analisis hasta alcanzar la carga de
inestabilidad se asume una carga de referencia. Entonces se considera un
Factor de Carga que es el numero de veces que se alcanza la carga de
referencia cuando inicia la inestabilidad. En el presente trabajo se tomaron los
8 casos de carga del método LRFD como cargas de referencia y se
establecieron los factores de carga para la inestabilidad para cada uno de estos
casos.

ANSYS permite visualizar el proceso de analisis no lineal mediante graficos de
variables en funcién de un “tiempo”. Este parametro “tiempo” es proporcional a
la aplicacion progresiva de las cargas en el analisis no lineal, es decir,
representa el progreso del analisis no lineal que aplica la carga en pequefios
incrementos hasta alcanzar el total. Se muestra por ejemplo, en la Figura 4.8(a)
el grafico del desplazamiento vertical del nodo superior (nodo 8 en la Figura
4.3), para la aplicacion del caso C.3 de carga en la primera etapa. En este
ejemplo se puede apreciar el comportamiento no lineal de la estructura.

La Figura 4.8 compara el grafico obtenido directamente en ANSYS, Figura
4.8(a), con el grafico de la deflexion en funcion del factor de carga, Figura
4.8(b). Se puede observar que los valores correspondientes al eje “TIME” son
proporcionales al factor de carga. De este modo, el valor de TIME=500
corresponde al factor de carga 1. Al final del andlisis del caso C.3 se llega a un
factor de carga de 1 debido a que la carga de referencia es el propio caso C.3.
El valor de tiempo al final del analisis se especifica por el usuario y se relaciona
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con el numero de incrementos de carga, es decir, a valores mayores de tiempo
al final del andlisis los incrementos de carga son de menor magnitud, lo que
aumenta la precision del analisis.

VALU

a 100 200 300 400 500
50 150 Z50 350 450
TIME

(a) Gréfico obtenido en ANSYS.

0,9
0,8
w 0,7
0
© 0,6
o
305
20,4
®
w 0,3
0,2
0,1

0 -025 -05 -0,75 -1 -1,25 -1,5 -1,75 -2 -2,25
Deflexion
(m)
(b) Deflexién del nodo en funcién del factor de carga, la carga de referencia es el
caso C.3 por lo que al final del proceso se alcanza un factor de carga=1

Figura 4.8 Grafico del desplazamiento vertical del nodo superior del elemento central de la
estructura para el caso de carga C.3. (a) grafico obtenido en ANSYS. (b) deflexién del nodo en
funcién del factor de carga, la carga de referencia es el caso C.3.

Usando los graficos antes descritos se puede identificar el factor de carga de
inestabilidad evaluando los desplazamientos de nodos especificos e
identificando la zona de la grafica en la que existe un aumento subito del
desplazamiento del nodo considerado. Para determinar que desplazamientos
analizar y en que nodos, resulta util extender el analisis mas alla del inicio de la
inestabilidad y observar la estructura deformada, entonces resulta evidente qué
elementos son los que se pandean y conviene analizar a detalle.

Como ejemplo se aplica el proceso a la barra biarticulada de la Figura 4.7 con
| = 14m, A = 5mm y la seccion transversal correspondiente a los elementos del
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grupo de simetria L, Tabla 4.9. Se aplica una carga total de P=7000kN,
tomando una carga de referencia de 3500kN, de este modo el factor de carga
total que se aplica es de 7000/3500=2. La geometria de la barra pandeada
corresponde a la de la Figura 4.7(b). Entonces, los desplazamientos que
conviene analizar son: el desplazamiento vertical del extremo superior y el
desplazamiento lateral del punto central de la barra; las graficas de estos
desplazamientos se muestran en la Figura 4.9(a) y (b) respectivamente.

En la Figura 4.9(a) se observa que al inicio el desplazamiento vertical del nodo
cambia de manera uniforme con los aumentos de carga, con una tasa de
variacion pequefia, hasta que alrededor del factor de carga de 1.68 el
desplazamiento tiene un cambio subito luego del cual hay grandes
desplazamientos para pequefios aumentos de carga, entonces se puede
determinar que en dicho valor ocurre la pérdida de estabilidad y el factor de
carga correspondiente es el valor de inestabilidad. Para poder determinar ese
punto de la gréafica con precision suficiente es necesario que los incrementos
de carga sean pequefios, de otro modo la grafica se presentaria como un
conjunto de segmentos de recta en los que sera dificil determinar un punto de
cambio.

En la Figura 4.9(b) el comportamiento general del desplazamiento lateral es
parecido al de la Figura 4.9(a), sin embargo, cerca de la zona de inestabilidad
se observa un cambio ligeramente gradual entre el comportamiento estable
(pequeinios desplazamientos para los incrementos de carga) y el inestable
(grandes desplazamientos para los incrementos de carga). En este caso,
conviene por seguridad tomar el factor de carga al inicio de la transicibn como
el valor de inestabilidad, siguiendo este criterio se puede fijar en el grafico de la
Figura 4.9(b) el valor de 1.5 como el factor de carga para la inestabilidad.

De los valores obtenidos en las dos graficas se toma el menor, es decir, el
factor de carga de inestabilidad para el ejemplo es de 1.5 que corresponde a
una carga de P=1.5%(3500)=5250kN.

Resulta interesante comparar el valor obtenido del analisis, P=5250kN, del
ejemplo con el obtenido mediante la formula de Euler de la teoria elastica,
Peuler=6050.8kN, para el mismo ejemplo. En general los valores de carga critica
de un andlisis no lineal de pandeo son menores a los valores de carga critica
de Euler.
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(b) Desplazamiento lateral del punto central de la barra.

Figura 4.9 Respuesta de la barra biarticulada de la Figura 4.7 del ejemplo, ante la aplicacién de
una carga de 7000kN (a) Deflexion vertical del extremo superior. (b) Desplazamiento lateral del
punto central de la barra.

Caso de carga C.3:

Se expone a continuacion el proceso de la determinacion del factor de carga,
para la pérdida de estabilidad, en el caso C.3. Se eligi0 este caso para
ejemplificar el proceso debido a que resulto en el menor factor de carga en la
pérdida de estabilidad. Posteriormente en la Tabla 4.16 se presentan los
factores de carga para los demas casos.

El andlisis con la aplicacion del caso C.3 con un factor de carga de 2 mostrd en
la estructura deformada, Figura 4.10(b) y (c), que los elementos que se
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pandearon fueron los M. Se evalué la grafica de la deflexiéon vertical de los
nodos superiores de cada barra, Figura 4.11(a), y la grafica del desplazamiento
lateral del nodo central del elemento M Figura 4.11(b). De este analisis, se
determind que la pérdida de estabilidad inicia para el factor de carga de 1.5.
Este valor marca el inicio de la respuesta inestable del elemento M y por lo
tanto de la estructura.

Para facilitar la visualizacién en la Figura 4.10 se muestra uno de los 12 conjuntos radiales de
la estructura, los elementos L, M, N y O se muestran de derecha a izquierda,
respectivamente.

£

(a) Estructura sin deformar. Factor de carga=0

(b) Estructura deformada, etapa posterior a la pérdida de estabilidad.
Factor de carga=2

(c) Elemento M, etapa posterior a la pérdida de estabilidad. Factor de carga=2

Figura 4.10 Deformacion de la estructura bajo la combinacion C.3 con un factor de carga de 2.
(a) Estructura sin deformar. (b) Estructura deformada. (c) Elemento M pandeado.
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(a) Deflexién vertical de los nodos, la designacion de los nodos
corresponde a la Figura 4.3.
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(b) Desplazamiento lateral del punto medio del elemento M.

Figura 4.11 Desplazamientos nodales para el analisis no lineal del pandeo del caso C.3.
(a) Deflexion vertical de los nodos, la designacion de los nodos corresponde a la Figura 4.3.
(b) Desplazamiento lateral del punto medio del elemento M.
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Factores de Carga:

La Tabla 4.16 contiene los factores de carga para las combinaciones
consideradas en este analisis. El menor factor de carga obtenido es de 1.5y
corresponde a la combinacion C.3. En el caso C.4 el factor de carga se
determind sin afectar el peso propio de la estructura por algun factor adicional
al de la combinacion, esto se debe a que cuando se corri6 el analisis,
aumentando toda la combinacién, las fuerzas amplificadas de succidon del
viento y del peso de la estructura causaron que los elementos a compresion
trabajen traccionados en la parte superior y comprimidos en la inferior.
Extender el analisis del caso C.4 en estas condiciones llevaria a valores del
factor de carga sensiblemente mayores al mostrado en la tabla, establecido sin
mayorar el peso propio. La ultima columna de la tabla muestra el elemento que
se pandea.

Tabla 4.16 Factores de carga para la pérdida de estabilidad de la estructura.

Combinacién Feg:;(r);;ie Ele(r:r;enr:'ﬁglgue
C.1 21 M
C.2 3.4 M
C.3 15 M
C4 40 O
C.5 5.6 @)
C.6 4.3 My N
C.7 1.8 N
C.8 8.8 N
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5 Conclusiones

La configuracion geométrica de la presente propuesta se fundamenta en el
hecho de que los domos de cables han sido soluciones exitosas usadas antes
en varios proyectos con la necesidad de cubrir grandes luces. Las cubiertas de
tensegridad pura (tensegridades cerradas) parecen tener el potencial de
ofrecer soluciones estructurales interesantes y eficientes. Llegar a una
propuesta de disefio de cubiertas de tensegridad pura requiere aun de varios
estudios en futuro que permitan aprovechar su potencial y de validaciones
mecanicas, teodricas y fisicas de propuestas geométricas existentes en la
actualidad.

El resultado de una busqueda de forma teérica no garantiza que una estructura
pueda tener la rigidez necesaria para una determinada aplicacion, por lo tanto
las validaciones mecénicas numéricas y fisicas cumplen un papel importante.

Un objetivo especifico del presente trabajo fue llegar a una propuesta de disefio
de una cubierta en tensegridad, dicho objetivo se alcanzd satisfactoriamente
mediante simulaciones numeéricas basadas en la teoria que gobierna el
comportamiento mecanico de este tipo de estructuras, llegando al
dimensionamiento de los elementos (barras-cables) que la conforman.

El prototipo a escala permitié visualizar el principio estructural y tener una
experiencia mas cercana a la practica, la cual se complementa con las bases
tedricas adquiridas durante la revision bibliografica. La validacion del
comportamiento estructural mediante modelos a escala requiere de laboratorios
equipados adecuadamente que permitan la aplicacion de las cargas y una
correcta lectura de datos.

El andlisis no lineal de pandeo evidencia que la estructura propuesta es poco
susceptible a sufrir inestabilidad por pandeo, es decir posee un factor de
seguridad alto al pandeo.

Un aspecto importante en la implementacion del principio es el analisis del
proceso constructivo que debe seguir un programa estricto formulado por el
ingeniero estructural para evitar complicaciones, tales como fuerzas generadas
durante el ensamblaje que puedan superar la capacidad de los elementos o de
las conexiones y otras que representen un riesgo para la estructura en general
0 peor aun sean un riesgo de seguridad laboral.

Si se considera la aplicacion de este tipo de proyecto en nuestro medio una de
las principales complicaciones radica en la limitada disponibilidad de tecnologia
apropiada para el ensamblaje y la falta de experiencia en la construccion de
estructuras de este tipo. Adicional a esto podemos resaltar el hecho de que un
proyecto de la magnitud propuesta requiere de la importacién de los elementos
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estructurales lo cual afecta su economia. Sin embargo, esto dependera de la
magnitud de la estructura, proyectos de dimensiones menores a las de la
presente propuesta adaptados como soluciones especificas, son posibles.

Aunque el comportamiento de los elementos individuales es simple (solo
traccibn o solo compresion) la estructura en su conjunto presenta una
respuesta geométricamente no lineal que depende en gran medida del estado
de pretensado, por lo tanto encontrar el modo y nivel de pretensado es un paso
prioritario en el analisis y disefio. Ademas debe estudiarse el efecto de la no
linealidad de los materiales en el comportamiento de la estructura.

En la determinacidén de las cargas que se aplicaron en la cubierta se hicieron
varias simplificaciones, como Ila de considerar la carga de viento
uniformemente distribuida y la de asumir en la carga muerta solo el peso de la
estructura sin tener en cuenta posibles cargas por equipamiento para
luminarias y pasos de mantenimiento. Estas cargas para un proyecto especifico
deberan revisarse adecuadamente.

En las normativas actuales no existen recomendaciones especificas para el
disefio y construccion de estructuras en tensegridad debido a que la tipologia
como sistema estructural es relativamente reciente y sus geometrias son
generalmente particulares. Para la presente propuesta se tomaron en cuenta
observaciones de proyectos y estudios de varios investigadores.

La simulacion del comportamiento estructural de la cubierta se realiz6 con
casos de andlisis estatico, dejando el andlisis dinAmico de la misma para
estudios futuros que incluyan comportamiento ante cargas sismicas y
respuesta aeroeléstica (vibraciones).

Posibles Investigaciones Futuras:

Posibles lineas de investigacion futuras incluyen, pero no se limitan a, las
siguientes:

e Analisis del comportamiento incluyendo cargas sismicas, casos de
analisis dinamico.

e Estudio de la distribucién de las cargas de viento en la cubierta, y la
respuesta aeroelastica de la estructura, casos de analisis dinamico.

e Optimizacion de la geometria para reducir el peso.

e Analisis de la estructura incluyendo la membrana estructural.

e Pruebas de carga sobre modelos fisicos de mayor escala, que permitan
un mejor control de las dimensiones de los elementos y la carga de
pretensado.
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7 Anexos

7.1 ANEXO A: Rigidez de un Sistema Reticular Pretensado

La deduccién de la matriz de rigidez tangente de sistemas reticulares
pretensados propuesta por Guest (Guest, 2006) parte del planteamiento de las
expresiones de equilibrio en los nodos y la diferenciacion de estas con respecto
a las coordenadas nodales. Se inicia con un elemento individual conectando
dos nodos para posteriormente extender esta deduccidon a una estructura
completa. La deduccion es igualmente valida en dos o tres dimensiones.

Elemento Individual:

La figura A.1 muestra un elemento individual libre en el espacio. Las fuerzas f;
y f, estan en equilibrio con la tension interna t en el elemento, f; y f, son
vectores bidimensionales o tridimensionales con componentes fi; Y fu
respectivamente. Los nodos conectados por el elemento tienen vectores de
posicion x; y x, de componentes x,; y x,; respectivamente. El elemento en la
configuracion mostrada tiene una longitud [, y el vector unitario n = (x; — x,)/l

es paralelo al elemento.
d

X;

/7
%

Figura A.1: Elemento individual libre en el espacio.

El equilibrio de los nodos 1 y 2 en forma vectorial viene dado por:

fi=mnt (A.1)
f,=—-nt (A.2)
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Se puede expresar el equilibrio en términos del coeficiente de tension del
elemento, & =1t/;:

fi=(x;—x)t (A.3)
f2=(=x +x,)t (A.4)

Que expresado en funcién de las componentes de los vectores resulta en:

fig = (eay = x2,)E (A5)
f2; = (—x1i + le-)f (A.6)

Mediante la diferenciacion de las expresiones de equilibrio de las componentes,
(A.5) y (A.6), con respecto a la j-ésima coordenada del nodo 1 se obtiene:

afli af P
axlj (xll le) axlj + ij (A-7)
0fz; ot .
axl; = (_xli + Xzi) WIJ — Sijt (A8)

en donde §;; =1sii=jyé; =0sii=+j. De manera similar diferenciando las
expresiones (A.5) y (A.6) con respecto a la j-ésima coordenada del nodo 2 se
tiene:

afli af A

axzj = (xli - Xzi) sz - Sl]t (Ag)
afZi af ~
axzj _ (—Xli + xZi) WZJ + Sl]t (AlO)

Para simplificar las expresiones (A.7)-(A.10) se expande la tasa de variacion
del coeficiente de tensidn con respecto a la posicion del nodo. Se asume que la
tensién en el elemento varia solo con respecto a su longitud, entonces se tiene
que:

S

ot ot ol ot 9t al

01 - Eaxlj' 0%z B Eaxzj (A11)

por geometria se plantea que:

ol ol
0X1j =n;; axzj = —n; (A.12)
y por lo tanto:
ot ot ot ot

axlj - Enj; axzj - _ﬁ"f (A.13)
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La tasa de variacion del coeficiente de tensién con respecto a la longitud, dt/dl’

puede expresarse como:

a- a Ta e i\at

dt d(t/z) _ldt ot 1 (dt ) (A.14)
dl

En donde dt/dl es la tasa de variacién de la tension con respecto a la longitud
del elemento, es decir, su rigidez axial. Para un elemento lineal elastico de
seccion transversal A modulo elastico E y longitud inicial [,, suponiendo
pequefias deformaciones, se tiene que dt/dl = AE/IO' Si se define g = dt/dl

se obtiene:

e _g—t (A.15)
dl l
Para simplificar la notacion se define la rigidez axial modificada, § = g — t, con
lo que se tiene:

~

g
=9 A.16
T (A-19)

Sustituyendo (A.16) en (A.13) se obtiene:

ot gn, ot an;
ox;, 1 oxy (A.17)

y por lo tanto las expresiones de rigidez (A.7)-(A.10) pueden expresarse como:

66)]:: = n;gn; + 6t ; g)]:—:; = —n;gn; — 6;;t (A.18)
22; = —ngn; — 6t ; % =n;gn; + 6;;t (A.19)
o en forma vectorial:
Z—Q =ngn’” +11; Z—Q =-ngn" —t1 (A.20)
Z—Q =-ngn" -1, 3—2 =ngnT + {1 (A.21)

en donde I es la matriz identidad de orden 2x2 o 3 X3 para el caso
bidimensional o tridimensional respectivamente.
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Entonces la matriz de rigidez tangente para un elemento individual, Ky, que
relaciona pequefios cambios en la posicion de los nodos con pequefios
cambios en las fuerzas nodales

Sf1] _ 6xy
51l = s [ome (A-22)
esta dada por:
_ [ rarrar T tr —tI
Ko = 0mr -1+ S (A.23)
La ecuacion (A.23) puede expresarse como:
K, = ag[glal + S, (A.24)

en donde ag es la matriz de equilibrio del elemento individual

a, = [_"n] (A.25)

y S es la matriz de esfuerzo del elemento

i1 —tI
S. = . . A.26
R ) S | ] ( )

Estructura completa:

Se puede encontrar la matriz de rigidez tangente para la estructura completa
por adicion de las matrices de rigidez de los elementos individuales que la
conforman. Para esto se requiere que las matrices de rigidez tangente de los
elementos individuales estén planteadas en un sistema de coordenadas
globales comun a toda la estructura.

Para una estructura compuesta de n nodos se define el vector de fuerzas
nodales externas f y el vector de coordenadas nodales x como:

f1 X1
f= H ;x= H (A.27)
f:n Xn

en donde f; es el vector de fuerza bidimensional o tridimensional actuando en
el nodo i, y x; es el vector posicién bidimensional o tridimensional del nodo i.

Considerando un elemento p que conecta a los nodos i y j con longitud [, con
una tension interna t,, un coeficiente de tencion fp, y que tiene una rigidez axial
modificada g,,. El vector unitario n;; paralelo al elemento p es:
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= N (A.28)

La matriz de equilibrio a,, del elemento individual tiene todas las componentes
cero excepto por aquellas correspondientes a los nodos i y j conectados por la
barra p,

apl
Ap2 . . .

a, = y Api = Nyj; Ay = Ny = —Ngj; apk=OSlk¢lyk * ] (A29)
apn

La matriz de esfuerzos para el elemento individual p que conecta a los nodos i
y j, en el sistema de coordenadas global, se puede definir en términos de
submatrices s,, de orden 2 x 2 en el caso bidimensional o de 3 x3 en el
tridimensional,

SP11 SP12 o Sp1n
S, = szf *Paz (A.30)
Spnl Spnn
donde
Spu = Spj; = tpl; Spij = Spji = —tpl
en todos los demas casos s, = 0.

La matriz de rigidez tangente K,, del elemento p se puede expresar en términos
de las coordenadas globales retomando la forma de la ecuacion (A.24):

K, =a,[jy|al + 5, (A.31)

Considerando una estructura formada por b elementos. La matriz de rigidez
tangente total K puede determinarse por la adicion de las matrices de rigidez
tangente de cada elemento:

b b
K=Y K= a[glaj+)s, (A.32)
p=1 p=1 p=1
La cual puede expresarse en forma matricial:
K=AGAT +§ (A.33)

en donde A es la matriz de equilibrio de toda la estructura

A=[a; a; - ap] (A.34)
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G es la matriz diagonal de rigideces axiales modificadas de los elementos,
[91 |
G= | 92 | (A.35)
| G,
y § es la matriz de esfuerzo de la estructura entera. S puede ser definida en
términos de submatrices s;,, de 2 X2 03 X 3

S11 S12 0 Sin
g = 52:1 S22 (A.36)
Sni1 Snn
Donde, para l = m,
sy = tyl

y t,; es la suma de los coeficientes de tensiéon de todos los elementos que se
conectan al nodo [, y para l # m,

Sim = _tlmI

En donde n es el nimero de nodos libres y £,,,, es igual al coeficiente de tensién
en el elemento que conecta los nodos [ y m si los nodos estan conectados por
un elemento o es cero si no lo estan.
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7.2 ANEXO B: Determinacion de la Carga de Viento por el
Procedimiento Direccional

El capitulo 27 del Estandar ASCE 7-10 (ASCE, 2010) presenta el
Procedimiento Direccional para la determinacion de cargas de viento en
edificios abiertos, cerrados y parcialmente cerrados. En el presente anexo se
exponen los pasos y pardmetros necesarios para la determinacion de la carga
de viento por este procedimiento, junto con referencias a las secciones, tablas
y figuras del ASCE 7-10 en las que se encuentra la descripcion detallada de
cada pardmetro. Junto con la descripcion de los pasos se definiran los
parametros que se eligieron para la determinacion de la carga de viento a la
que se sometio la estructura de cubierta en tensegridad objetivo del presente
trabajo.

Paso 1: Determinar la categoria de riesgo de la estructura.

Las categorias de riesgo se exponen en la tabla 1.5-1 del ASCE 7-10. Para el
presente trabajo se eligi6 la categoria Il.

Paso 2: Determinar la velocidad basica del viento v.

La velocidad basica del viento es la velocidad méaxima de rafaga registrada a
una altura de 10 metros sobre el suelo en un intervalo de 3 segundos. La NEC
sugiere que este valor debe tomarse de por lo menos v = 21m/s. Asumiremos
este valor en el presente documento.

Paso 3: Determinar los pardmetros de carga de viento:

e Factor de direccionalidad del viento K,, tabla 26.6-1. Kd = 0.85 para
techos arqueados.

e Categoria de exposicion de la estructura, seccién 26.7. Para la cubierta
tensegritica: categoria C.

e Factor topografico K,,, seccion 26.8. En este caso se determind un
factor de K,;, = 1.464 que refleja condiciones topograficas desfavorables
para la estructura.

e Factor de rafaga Gy, seccion 26.9. G = 0.85.

e Clasificacion de encierro, se considerara la estructura como
parcialmente cerrada.

o Coeficiente de presion interna GC,;, para estructuras parcialmente
cerradas GCp; = £0.55

Paso 4: Determinar el coeficiente de exposicion a la presion de velocidad Kj,,
en la tabla 27.3-1 este factor se determina en funcion de la altura promedio h
de la cubierta. Para el presente estudio se asumié un valor de h = 40.33m
segun la disposicion mostrada en la figura B.1. Para dicho valor de altura
promedio se determina en la tabla 27.3-1 que K;, = 1.36
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Paso 5: Determinar la presion de velocidad g;, ecuacion 27.3-1 en el ASCE 7-
10 ecuacion (B.1).

qn = 0.613K,K,.K,v? con g, en N/m?yvenm/s (B.1)

Con los pardmetros definidos para la estructura del presente trabajo se tiene
qn = 457.5 N/m? .

Paso 6: Determinar el coeficiente de presion externa C,, en la figura 27.4-2

para domos, se encuentra este valor en funcién de los parametros mostrados
en la figura B.1.

De la figura B.2 se determino que C,, = —0.9, C,p = —0.7 y C,c = —0.3 para los
puntos A, B y C respectivamente.

Paso 7: Calcular la presion de viento p en las superficies de la estructura. La
ecuacion 27.4-2 (B.2) se aplica para estructuras flexibles.

p = qGsC, — q;(GC,;) en N/m? (B.2)

Para el caso de cubiertas g = q; = q;. Entonces las presiones p,, pg Y pc Sobre
las superficies en los puntos A, B y C respectivamente, considerando los dos
casos de presion interna (positiva y negativa), son las mostradas en las tablas
B.1yB.2.

Presion interna positiva, GCp; = 0.55:

Tabla B.1 Presién de viento sobre la estructura para el
caso de presion interna positiva.

Pa bs Pc
(N/m?) (N/m?) (N/m?)
-602 -524 -368
Presion interna negativa, GC,; = —0.55:

Tabla B.2 Presién de viento sobre la estructura para el
caso de presion interna negativa.

Pa Y] Pc
(N/m?) (N/m?) (N/m?)
-98 -21 135

el signo positivo indica que la presion es hacia las superficies y el negativo
indica succion. Entonces en el caso de presion interna positiva, ambas
presiones, interna y externa, tienden a levantar la superficie de la cubierta.
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Figura B.1: Parametros geométricos para la determinacién del coeficiente de presion
externa para domos de base circular.
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Figura B.2: Figura 27.4-2 del ASCE 7-10 para la determinacion de los coeficientes de
presion externa de domos con base circular.
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7.3 ANEXO C: Programa en Matlab Para la Determinacion de
la Distribucién de Pretensado Mediante el Método de la
Doble Descomposicion en Valores Singulares.

Algoritmo C.1 Implementacién del método de la Doble Descomposicion en Valores
Singulares.

o\°

UNIVERSIDAD DE CUENCA

FACULTAD DE INGENIERIA
ESCUELA DE INGENIERIA CIVIL
$IMPLEMENTACION DEL METODO DE LA DOBLE DESCOMPOSICION EN VALORES
SINGULARES PARA LA DETERMINACION DE LA DISTRIBUCION DE PRETENSADO DE
UN ENSAMBLAJE RETICULAR TRIDIMENSIONAL.

o°

o°

function[W]=mautoesfuerzo () %W Modo de Pretensado Integral

%U,S,V descomposicién en valores singulares de la matriz de
equilibrio A, A=U*S*V'

TB]=xlsread('tablas.xlsx',1l); %crea una matriz con el contenido de
la tabla de conexiones los grupos de
simetria deben estar ordenados de
menor a mayor

TC]=xlsread('tablas.xlsx',2); %crea una matriz con el contenido de
la tabla de coordenadas

TL]=xlsread('tablas.xlsx',3); %crea un vector con los nodos libres

=ensamblea (TB, TC, TL) ; %Subrutina que ensambla la matriz de
equilibrio, Algoritmo C.2.

U,S,V] = svd(Ad); $Descomposicién en Valores Singulares
de la matriz de equilibrio.
m,n]=size(S);
0;

A H-— 00— 00 P 00— 00— 0 d° o° — o

0 |

e fija una tolerancia sobre los valores singulares para

considerarlos nulos cuando su valor sea muy pequefio:

while S(n-i,n-1)<0.00001;

T(l:n,i+1)=V(l:n,n-1);%Se forma la matriz T del método cuyas
columnas son los modos de pretensado

o

% independiente.
i=i+1;

end
W=mautoesfuerzofac (T, TB); %Subrutina gue encuentra los

% Modos de Pretensado Integral.

% W es una matriz cuyas columnas son 1los

% Modos de Pretensado Integral,

% Algoritmo C.3.

graf (TB,TC,W); %$Si W tiene un solo vector esta subrutina grafica la
% estructura mostrando la distribucidén de pretensado,
% Algoritmo C.4.
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Algoritmo C.2 Subrutina que ensambla la matriz de equilibrio A.

function[A]=ensamblea (TB, TC, TL)

$Esta funcidén ensambla la matriz de equilibrio
%A matriz de equilibrio

%$TB tabla de conexiones de las barras

$TL vector de nodos libres

o

TB=lonrig (TB,TC);%calculo de la longitud de las barras

u=unitr (TB,TC); %Subrutina que calcula los vectores unitarios en

% direccién de las barras.

% u matriz de vectores unitarios en direccidédn de las
% barras.

[c,d]=size (TB);

e=length (TL) ;

P=zeros(c,3*e); S%creamos una matriz de ceros de la dimensidén de A
transpuesta.

$Ensamblaje de la matriz de continuidad P:

for i=l:c;

for j=l:e;
if ((TB(1,2)==TL(J)) | (TB(i,3)==TL(J)));
if (TB(i,2)==TL(J));
P(i, ((3*3)-2))=-u(i,1);P(i, (3*3)-1)=-
u(i,2);p(i, (3*3))=-u(i,3);
else
P(i, ((3*3)-2))=u(i,1);P(i, (3*])-
1)=u(i,2);P (i, (3*3))=u(i,3);
end
end
end
end
A=P"';

Algoritmo C.3 Subrutina que encuentra los Modos de Pretensado Integral.

function[W]=mautoesfuerzofac (T, TB)

$Esta funcién encuentra los Modos de Pretensado Integral
[b,s]=size (T);

n=max (TB(:,4)); %Se establece el numero de grupos de simetria.

E=zeros (b, s); %Esta matriz contendrd los vectores -e del método.
i=1;
j=1;
for k=1l:n; $Ensamblaje de los vectores -e del método.
while (TB(j,4)-k)==0;
E(jri):_l;
J=3+1;
if j==b+1;
j=1;
end
end
i=1i+1;
end
X=[T E]; %X es igual a la matriz T del método.
[U,S,V] = svd(X); %$Segunda Descomposicidén en Valores Singulares.
[o,pl=size(S);
1=0;
while S(p-1,p-1)<0.0001; %$Seleccidn de los Modos de Pretensado

Y(l:n,1+1)=V(s+l:s+n,p-1); SIntegral de entre las matrices de la
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W=Y./Y(1,1+1); $descomposicién.
1=1+1;
end

Algoritmo C.4 Subrutina que grafica la estructura mostrando la distribucion de pretensado.

function[]=graf (TB, TC, W)

$Esta funcidén grafica la estructura mostrando la distribucidn de
pretensado.

%$TB tabla de conexiones de las barras

%$TC tabla de coordenadas de los nodos

%W modo de autoesfuerzo independiente, normalizado para el primer
elemento

[b,n]=size (TB);

$SCONFIGURACION DE LOS LIMITES DE LA VENTANA GRAFICA

dx=(max (TC(:,2))-min(TC(:,2)))/10;

dy=(max (TC(:,3))-min(TC(:,3)))/10;

dz=(max (TC(:,4 min(TC(:,4)))/10;

)

))

)) -
xmin=min (TC(:,2))-dx;
xmax=max (TC(:,2) ) +dx;
ymin=min (TC(:,3))-dy;
ymax=max (TC (:,3)) +dy;
zmin=min (TC(:,4))-dz;
zmax=max (TC(:,4)) +dz;

$GRAFICO DE LA ESTRUCTURA
title ("MODO DE PRETENSADO', 'fontsize', 20, 'linewidth',0.7)
text ((xmax-0.5*dx), (ymax—
3*dy), '"TRACCION', 'color', 'w', '"backgroundcolor', 'b', 'linewidth',0.7);
text ((xmax-0.5*dx), (ymax—
4*dy), 'COMPRESION', 'color', 'w', 'backgroundcolor','r', 'linewidth',0.7);
for i=1:b;
x=[TC(TB(i,2),2),TC(TB(i,3),2)]1;
y=[TC(TB(i,2),3),TC(TB(i,3),3)1;
z=[TC(TB(i,2),4),TC(TB (1 ;
hold on;
grid on;
axis ([xmin xmax ymin ymax zmin zmax]);
if W(TB(1i,4))<0.00001&W(TB(i,4))>-0.00001;
plot3(x,vy,z,'k","linewidth',2);
elseif W(TB(i,4))>0;
g=round (abs (W(TB(i,4))*10)); %Grosor de linea proporcional
if g==0; %al valor de distribucidn
g=0.5;
end;
plot3(x,y,z,'b"', 'linewidth',g);
elseif W(TB(i,4))<0 ;
g=round (abs (W(TB(i,4))*10)); %Grosor de linea proporcional

'_l
~

w
~

o~
<

if g==0; %al valor de distribuciédn
g=0.5;

end;

plot3(x,y,z,'r', 'linewidth',g);

end
end
axis equaly
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