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RESUMEN

En el dltimo siglo se han realizado diversas investigaciones con respecto al
comportamiento mecanico tanto de materiales metalicos como de materiales
friccionantes. El interés de esta investigacion radica en representar el
comportamiento real de materiales como el acero y el hormigdn: primero se

realizara en estado uni-axial y posteriormente en estado tri-axial.

Dado a la complejidad del tema, en la literatura de medios continuos se ha
desarrollado distintos modelos constitutivos para predecir dicho comportamiento,
tales como: modelos de plasticidad, modelos de visco-plasticidad, modelos de

dafio, etc. los cuales deben cumplir ademas las ecuaciones de la termodinamica.

Para la formulacion de estas ecuaciones constitutivas que representan el
comportamiento de un material, se debe establecer un estado limite o de falla, lo
cual se realiza a través de la superficie de fluencia. A partir de dicha superficie, el
comportamiento del material deja de ser elastico, y pasa a ser inelastico, para ello
se utiliza variables internas, las cuales representan distintos parametros de la
evolucion del comportamiento del material, tales como: degradacién de rigidez,

deformacion plastica, variacion del umbral de falla, entre otros.

Debido a lo complejo del tema, primero se construye modelos constitutivos
para caracterizar materiales en estado uni-axial; esto es: plasticidad, viscosidad,
visco-plasticidad y dafio. Y a continuacion se formula dichos modelos para estado

tri-axial.

Palabras claves: Modelos constitutivos, Plasticidad, Visco-plasticidad, Dafio,

Caracterizacion de materiales.
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ABSTRACT

In the last century there have been several inquiries regarding the
mechanical behavior of frictioning materials and metallic materials. The interest of
this research lies in representing the real behavior of materials such as steel and

concrete: first will be held in uni-axial state and later in tri-axial state.

Given the complexity of the issue, in the literature of continuous media has
developed different constitutive models to predict the behavior, such as models of
plasticity, visco-plasticity models, damage models, etc. which must also satisfy the
equations of thermodynamics.

For the preparation of these constitutive equations representing the
behavior of a material, it must establish a limit or fault condition, which is done
through the yield surface. From the surface, the material behavior ceases to be
elastic, and becomes inelastic, for it, internal variables are used, representing
various parameters of the evolution of the behavior of the material, such as
degradation of rigidity, plastic deformation, variation threshold failure, among
others.

Due to the complexity of the issue, first, constitutive models are built to
characterize materials in uni-axial state; that is, plasticity, viscosity, visco-plasticity
and damage. And then the models for tri-axial been formulated.

Keywords: Constitutive models, Plasticity, Visco-plasticity, Damage, Materials

characterization.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Motivacion

Hoy en dia, con el avance tecnolégico y del conocimiento del
comportamiento de materiales se diseflan estructuras para que soporten
esfuerzos cada vez mas cercanos a su resistencia maxima sin sufrir dafios
catastroficos. Para que estas estructuras trabajen de manera eficiente y segura es
necesario basarse en teorias bien fundamentadas, de tal manera que los modelos

de analisis sean lo mas aproximado posibles al comportamiento real.

El estudio de materiales busca representar la respuesta de los mismos
cuando son sometidos a fuerzas externas. Las dos principales respuestas
observables (macroscépicas) del material son la deformacién y la fractura; la
deformacion puede ser elastico, visco-elastica, plastica o visco-plastica, y la
fractura puede ser en la primera aplicacion de carga, o tras repetidas aplicaciones

de ella, pero ambos, deformacion y fractura son sensibles a defectos del material.

José Gallardo
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Cuando un material se deforma dentro de un rango de deformaciones, la
deformacion es eléstica, en este caso, el material recupera su forma original al
retirar la carga, esto ocurre siempre y cuando no se haya llegado a cierto limite, el
cual representa el punto donde se pierde el comportamiento elastico. En la
mayoria de los casos, la deformacién elastica se recupera inmediatamente, sin
embargo, ciertos materiales tienen un cierto tiempo de recuperacion, a este

comportamiento se lo denomina anelasticidad o visco-elasticidad.

A partir de este limite, bajo condiciones de carga, el material puede tener
diferentes comportamientos dependiendo de su microestructura, antes de llegar a

la falla o fractura del mismo.

Siendo una caracteristica general la aparicion de deformaciones
permanentes. Algunos materiales, como los metales, soportan deformaciones
inelasticas importantes antes de llegar a la falla, a estos materiales se los conoce
como materiales ductiles, y se los caracteriza mediante la teoria de la plasticidad.
En el caso en que las deformaciones permanentes dependan también del tiempo
de aplicacion de la carga, al comportamiento 'inelastico se lo denomina visco-

plasticidad.

Si se produce la fractura o falla del material justo después de llegar al limite

elastico, o con poca deformacion inelastica, al material se lo denomina fragil.

Los primeros pasos en la caracterizacion de materiales se remonta al afio de
1676, cuando Robert Hooke publica su libro “La verdadera teoria de la
elasticidad”, donde establece la proporcionalidad entre fuerza y alargamiento,
posteriormente, en el afio de 1807 Thomas Young establece la relacion entre
esfuerzos y alargamento mediante la constante de rigidez longitudinal (E).
Naturalmente, en esta época ya se conocia que la relacion ¢ = E * ¢ era solo

aplicable hasta cierto limite.

Desde 1850 hasta la fecha, varios autores han propuesto diferentes criterios
y teorias para establecer la superficie de falla (o estado limite) del material. Entre
estos tenemos: criterio de Rankine (1853), criterio de Tresca (1866), criterio de
Beltrami (1885), criterio de von Mises (1913).

José Gallardo
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La primera teoria eslasto-plastica la presenta Prandtl 1924 para problemas
bidimensionales, y Reuss es quien la extiende a problemas tridimensionales en
1930. Teoria que esta direccionada a representar el comportamiento de
materiales ductiles. En los afios siguientes se desarrolla la teoria de plasticidad
perfecta, lineas de fluencia, etc, y en 1950 Rodney Hill publica su libro “The
mathematical Theory of plasticity” [13]. Posteriormente se desarrolla nuevas
teorias como la de visco-plasticidad, como ejemplo se tienen los articulos de

Moreau [15], y las monografias de Duvaut [16] y Lions.

La teoria de dafio y fractura se inicia con el trabajo de Griffin en 1920, a
partir de 1960 varios autores acogen y fortalecen la teoria de dafio a través de

sus contribuciones, y lo aplican a materiales fragiles.

Actualmente, la caracterizacion de materiales de la realiza a partir de lo que
se denomina una ecuacion constitutiva, cuya formulacion busca respetar las leyes
de la termodindmica, que establecen que en un sistema (material) siempre se

mantiene o se disipa la energia.

En este trabajo se ha investigado sobre estas distintas formulaciones para
caracterizar materiales en estado tri-axial. Dirigidas a la representacion de
materiales utilizados en la ingenieria, como lo son los materiales ductiles como los
metales, y materiales fragiles como el hormigén, donde se observan fendmenos

de viscosidad, plasticidad, dafo.

1.2 Objetivos

Objetivo general

El objetivo principal del presente trabajo es recopilar informacion acerca de
la conceptualizacion y formulacion matematica de la caracterizacion de materiales

metélicos y materiales friccionantes en estado uni-axial y tri-axial.

José Gallardo
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Objetivos especificos

e Establecer la conceptualizacion de las ecuaciones constitutivas

e Formulacion de modelos de: plasticidad, visco-plasticidad, dafio,
plasticidad con dafio asociado, visco-plasticidad con dafio asociado.

¢ Implementacion de ecuaciones constitutivas para materiales metalicos: en
estado uni-axial y tri-axial.

e Implementacion de ecuaciones constitutivas para materiales friccionantes:

en estado uni-axial y tri-axial.

1.3 Resumen de contenidos

Capitulo 1.- Se expone una breve introduccion al tema del presente trabajo.
Se muestra un resumen de los hitos histéricos en el avance de la caracterizacion
de materiales. Se plantea los objetivos y se realiza una descripcion del contenido

de los diferentes capitulos.

Capitulo 2.- Se encuentra diferentes definiciones y conceptos de la
mecanica de medios continuos. Primero se define definen términos como
esfuerzo y deformacion. Posteriormente se expone de manera resumida la ley de

Hooke vy la teoria de superficies de fluencia

Capitulo 3.- Se expone un breve resumen tedrico con respecto a la
caracterizacion de materiales. Primero se muestra de manera general los
comportamientos tipicos de materiales disipativos. Luego se va introduciendo las
teorias de plasticidad, visco-plasticidad y dafio, al mismo tiempo que se define la
funcién y la importancia de las distintas variables internas que intervienen en los

distintos modelos.

Capitulo 4.- Se formulan los algoritmos de los distintos modelos de
comportamiento de materiales. Se parte de modelos que consideran un estado

uni-axial y con un minimo ndmero de variables internas, a continuacion se va

José Gallardo
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aumentando el numero de variables. Finalmente se construyen los algoritmos de

comportamiento tri-axial para los distintos modelos.

Capitulo 5.- Se muestran los resultados obtenidos de la implementacion de
los algoritmos del capitulo anterior. Se dividen los resultados en dos partes:
estado uni-axial y estado tri-axial. Para cada algoritmo se varia los valores de los
distintos parametros que representan las variables internas para obtener y
entender la verdadera funcion de cada variable en el comportamiento de los

materiales.

José Gallardo
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Capitulo 2

Conceptos de mecanica
de medios continuos

2.1 Esfuerzo

El esfuerzo, o, se define como la intensidad de fuerza que actua en un area,

siendo esta area cada vez mas pequefia, hasta llegar a un punto:

oF

o= lim ==

Si se considera la fuerza como constante sobre toda la superficie:
F
og==
A

Un esfuerzo normal (compresion o tension) es cuando la fuerza es
perpendicular al area donde actia. El esfuerzo cortante es cuando la fuerza es
paralela al area donde actua. En estado tri-axial el estado tensional esta definido

por esfuerzos que actdan en una particula (practicamente un punto). De forma

José Gallardo
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idealizada, esta puede ser representada convenientemente como un cubo, cuyas

caras son normales al sistema coordenado.

Utilizando notacion indicial los esfuerzos pueden representarse como se

indican en la siguiente figura. Mayor detalle se puede encontrar en [1].

Fig. 1.- Nueve componentes del esfuerzo actuando en un elemento infinitesimal.

En la mecanica de medios continuos, el estado tensional de una particula se

representa como un tensor de segundo orden [1], como:

Oxx Oxy Oxz
0 =|%x Oyy Oyz
Ozx Ozy Oz

Donde oy, 0y, Y 0., Son los esfuerzos normales, y el resto de esfuerzos son los

cortantes. Se puede demostrar ademas, que este tensor es simétrico, por tanto:

Oxx Oxy Oxz
0= |%y Oyy Oyz
Oxz Oyz Oz

José Gallardo
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Para facilitar las operaciones y su implementacion a través de algoritmos
computacionales, muchas veces se prefiere representar el estado tensional

mediante un vector, a esto se lo conoce como notacién ingenieril [1]:

_O'x_

Q
I

[T,

Donde gy, 0, Yy g, son los esfuerzos normales.

2.2 Deformacion
De una manera simplificada, la deformacion lineal se define como el cambio

de longitud de un elemento diferencial:

AL
€ = lim—
L—0

Donde:
L longitud inicial

AL alargamiento

Para el caso tri-axial, donde existen deformaciones lineales en las tres

direcciones es necesario cambiar de notacion:

ou
Exx = a

Siendo:
du la variacion de longitud en la direccion del eje X

d0x la longitud inicial del elemento en la direccion del eje X

José Gallardo
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Lau |,

ox

Fig. 2.- Deformacion longitudinal

Entonces:

Ju dv ow
fxx T o gyy_ay Ptz T gy

Ademés de un cambio de longitud en los distintos ejes, un elemento
diferencial puede sufrir distorsiones, a estas deformaciones se les denomina

deformaciones cortantes.

N
=] —
N ‘r_:_ ________ _i

\ |

\ |

|/ |

' |

lf |

Iy |

i |
N e J

L oy lav],

rd F

Fig. 3.- Deformacion cortante

Se las define como:

Ju OJv
Exy=£yx=a+@

José Gallardo
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gx Z

Ex  Exy Exz
e=|%&y & &z

Al igual que el tensor de tensiones, el tensor de deformaciones en notacion

ingenieril se expresa mediante un vector:

José Gallardo



(I Pom.,
ol |

Universidad de Cuenca — Facultad de Ingenieria

2.3 Elasticidad lineal

Ley de Hooke

Para la resolucién de problemas en una dimension, la Ley de Hooke
muestra la proporcionalidad entre la deformacién (¢) y el esfuerzo (o) a través de
una constante de proporcionalidad denominada modulo elastico o médulo de

Young (E)

o=F=xc¢

- q

/e

1

|l

Fig. 4.- Ley de Hooke

Ley generalizada de Hooke

Para la generalizacion de esta ley a un estado tri-axial se expresa cada
componente del elemento esfuerzo (o) como una funcidn lineal de los

componentes del elemento deformacion (¢):
oc=C:¢

0ij = Cijk1 * €n

José Gallardo
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Donde a C se le denomina tensor de constantes elasticas (tensor de cuarto
orden), el cual estd compuesto por 81 componentes, los cuales por simetrias se

reducen a 21 constantes. Si el material es is6tropo las 21 constantes se reducen
a?2.

Una de estas dos constantes es médulo de Young (E)y la otra constante es el

modulo de Poisson, el cual relaciona la deformacién lateral de un elemento
sometido a una carga longitudinal:

& &

V=——=—-—

Ex Ex

Siendo asi, para comportamiento tri-axial de un material eldstico e isétropo,
la ley generalizada de Hooke establece:

Ex 1 v —v 0 0 0 r Ox
&y -v 1 —v 0 0 0 Oy
&z _ l " -V -V 1 0 0 0 " Ogz
Yy - E 0 0 0 2(1 3 V) 0 0 Txy
Vxz 0 0 0 0 2(1 - V) 0 Txz
[Vyz ] 0O 0 O 0 0 2(1 —v)l LTyzl
Y para encontrar la relacion inversa es:
v v
0 0 0
1—-v 1-v
Y Y 0 0 0
Oy 1 ; v y 1—v =
Oy 1 0 0 0 &y
Opz E(1-v) I-v 1-v 1— 2 &
= * — 2V *

Ixyl  (1+v)(1-2v) 0 0 Vxy
Txz 0 0 0 2(1 - V) Vxz
[Ty, ] 1-2v [ Vyz

0 0 0 —_— 0
2(1—-v)
2(1 —v)l

José Gallardo
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2.4 Superficie de fluencia

Como se conoce, el material se comporta, de forma idealizada,
elasticamente hasta cierto limite, a partir del cual, el material se comporta

inelasticamente hasta su fractura.

En estado tri-axial, dicho limite puede ser representado mediante una
superficie en el espacio de esfuerzos principales. A ésta superficie se la denomina

superficie de falla o superficie de fluencia.

>

~— Dominio elastico

g 7~ Superficie de fluencia
< ™ o de falla

=

Fig. 5.- Superficie de fluencia

Por lo tanto, cuando los esfuerzos principales estan dentro de la superficie
de fluencia, el material se comporta de manera elastica. Cuando llega a la
superficie, el material se comporta inelasticamente. Todos los puntos fuera de la

superficie son estados tensionales inadmisibles para el material.

José Gallardo
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Criterio de Rankine

Esta es la primera superficie de fluencia propuesta. Rankine establece que
el material falla cuando uno de los esfuerzos principales llega al limite o umbral
de falla. Considerando:

0_1 2 0-2 2 0_3
Entonces, el material tiene un comportamiento elastico si:

o1 < limite

(Ta TJa
+ A
_/~— Dominio elastico
/
= .~ Superificie de fluencia
| / " odefalla
|
O)——————.- U1 » 1
e
/s
r2=0

[#)-]

Fig. 6.- Superficie de fluencia de Rankine

Criterio de Tresca

El criterio de Tresca, también llamado criterio de maxima tensién cortante,
establece que el dominio elastico finaliza cuando la maxima tension tangencial
actuante sobre cualquiera de los planos alcanza la mitad del limite elastico uni-

axial (o,):

01 — 03
Tmax = >

Il
Q

Siendo 07 = 0, = 03

José Gallardo
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(0] U3
A A
— Dominio elastico
- .’\.’_/-' ){'.
A _— Superficie de fluencia
/ / o defalla
> B
o=:=0

Fig. 7.- Superficie de fluencia de Tresca

Criterio de von Mises

El criterio de von Mises es adecuado como criterio de fluencia o de falla

para materiales metalicos, considerando los esfuerzos principales se expresa:

(o) = iz [(01 = 0)2 4 (03— 09)? + (01 — 0)2] >

(o] T3
s
FaLy
Eje o ~— Dominic elastico
e >
Y -~ Superficie de fluenci
- | o de falla
-~
| . i
= om / = 1

\ T 0:=0

Fig. 8.- Superficie de fluencia de von Mises
En el espacio de Wastergaard, o de esfuerzos principales, esta funcion define un

cilindro cuyo eje es el eje de esfuerzos hidrostaticos, cuyo radio es igual a

\Eaf(a). A este radio se denomina radio octahédrico.

José Gallardo
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Criterio de Drucker-Prager

El criterio de Drucker-Prager establece un desplazamiento del eje de la
superficie de fluencia, de esta manera, establece que la resistencia a traccion es
menor a la resistencia a compresion. Este comportamiento es caracteristico de

materiales cohesivos-friccionantes, tales como el hormigon, rocas y suelo.

Este criterio define el umbral de falla como:

1 1
F(0) = aop + =01 = 02)* + (0 = 09)" + (01 = 03)’] /2—p =0
Siendo:
2 sen(¢) 6 (c) cos(¢) 0, + 0, + 05
a= ;0 a= ; Op =————
V3(3 — sen(¢)) V3(3 — sen(¢)) " 3

Donde:
c Cohesion del material
¢ angulo de friccidn interna del material

Ao

3

O,

Fig. 9.- Superficie de fluencia de Drucker-Praga

José Gallardo

25



Universidad de Cuenca — Facultad de Ingenieria

Sig=0yc= 03/2 en este criterio se retorna al criterio de von Mises.

Nota: Existe muchos otros criterios de superficie de fluencia, tales como: criterio

de Tresca, criterio de Mohr-Coulomb, Criterio de Beltrami
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Capitulo 3

Caracterizacion de
materiales

En éste trabajo se busca caracterizar diferentes materiales utilizados en

ingenieria, como lo son: materiales ductiles y materiales fragiles o friccionantes.
Materiales ductiles:

e Presentan igual resistencia a traccion y a compresion
e Presentan deformaciones permanentes cuando se sobrepasa cierto limite

e Se asocian a modelos de plasticidad
Materiales fragiles:

e Presentan diferente resistencia a traccion y a compresion, observandose
que bajo esfuerzos de compresion su resistencia es mayor, por lo que
también se conoce como materiales friccionantes.

e En estos materiales se ha observado disminucion de rigidez, lo cual se

representa con modelos de dafo.

José Gallardo
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3.1 Tipos idealizados de comportamiento

Los materiales se diferencian entre si por la respuesta de los mismos ante las

solicitaciones que actuan sobre el mismo, estos comportamientos pueden ser:

e Elastico lineal

¢ Inelastico (no lineal)

o Plastico (generacion de deformaciones permanentes)

o Dafo (reduccion de la rigidez del material)

0 Viscoso (depende de la velocidad de carga)

» Visco-plastico

= Visco-dafo

o Visco-plasticidad con dafio asociado

Material elastico
Sin dano

Material plastico
Sin dafio

a3

| >

Matenal elastico
Dafio elastico

|l

Material plastico
Dafio plastico

4 i A

4 £ £ L s

Fig. 10.- Comportamientos idealizados de los materiales
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3.2 Potenciales de energia

Los potenciales de energia [2] dependen de las variables de estado del

material y comunmente se definen cuatro:

a) Energiainterna e

b) Energia libre de Helmholtz W
c) Entalpia h

d) Energia libre de Gibbs G

Para el caso de isotérmia es conveniente utilizar la energia libre de Helmholtz,
debido a que ésta se define como la porcion de energia interna disponible para

realizar trabajo a temperatura constante.

De esta manera, la energia libre de Helmholtz es:
Y=W+H

Donde:

w potencial elastico

H potencial de endurecimiento

La formulacion del comportamiento del material debe cumplir las leyes
fisicas, entre ellas las leyes de la termodindmica, éstas establecen que la energia
se mantiene o se reduce. Por lo tanto, la formulacion del material tiene que disipar
energia, y es por esto que se los conoce como materiales disipativos. Asumiendo
gue el material tiene un potencial de energia, dicho potencial puede definirse en
funcién de distintas variables del sistema, las cuales son: variables dependientes,

variables independientes y variables internas.
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Estas variables internas representan distintos procesos de Ila
microestructura del material, los cuales son irreversibles, por ejemplo:

deformacion plastica, variacion del umbral de fallo, dafio, entre otros.

La formulacion se puede realizar considerando como variable libre la
deformacion y las variables internas; en dicho caso el esfuerzo es la variable
dependiente. También se puede considerar a la tensibn como variable

independiente y la deformacién como variable dependiente.

Se define a la energia libre por unidad de volumen (energia libre de

Helmholtz) como W(e, k,), donde:
€ Deformacion
ke Conjunto de variables internas

Se puede calcular el esfuerzo (o) y las variables asociadas a las variables

internas (k,), como:

Por ende, conociendo los valores de € y k, se puede calcular los valores
de las variables dependientes ¢ y k,. En este caso, puesto que la variable libre es

la deformacion (e) al proceso se lo denomina controlado por las deformaciones.

Una respuesta elastica del material se obtiene cuando k, no interviene en
Y, por lo que W(e) representa la energia de deformacion. Para este caso el

material es no disipativo.

Respuesta de un material disipativo no viscoso (Plasticidad o dafno)

Si un material es no viscoso, la respuesta de éste en un proceso de carga es

independiente de la velocidad de carga, y se define como:

ka = fae(er ka)é
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Donde ff es la funcidn que delimita el estado del material. Para este caso la
respuesta del material es incrementalmente lineal. Un ejemplo son los modelos de

plasticidad que se trataran posteriormente.

Respuesta de un material disipativo viscoso

A este caso también se lo denomina como dependiente de la velocidad de carga,

y se define como:

ka = fa(ei ke)

Siendo f, la funcion que delimita el estado del material. Un ejemplo de este
comportamiento es representado en los modelos visco-plasticos, los cuales seran

tratados posteriormente.

Si en algan momento durante el proceso de carga la variacion de la deformacion
es muy rapida (alta velocidad de carga) la variacion de k, sera casi imperceptible,

lo que significa que el material tendra una repuesta elastica.
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3.3 Plasticidad

Los modelos de plasticidad buscan caracterizar aquellos materiales que
presentan un comportamiento ductil, como lo son los metales. Estos materiales
estan caracterizados por tener igual resistencia a traccibn que a compresion,
disponen de un rango de esfuerzos o deformaciones elasticos cuyo
comportamiento en estado tri-axial, y de forma idealizada, puede ser
caracterizado por la ley generalizada de Hooke. Para el problema uni-axial el
esfuerzo de fluencia (positivo 0 negativo) establece el limite del comportamiento
elastico; a partir del cual, el material tiene comportamiento inelastico, el cual se
controla a través de la evolucion de las variables internas. En el problema tri-
axial, el limite del comportamiento elastico se establece mediante una superficie
de fluencia. A igual que en el caso uni-axial, las variables internas controlan el

comportamiento no lineal.

Conceptualizacion de plasticidad

La teoria de la plasticidad se basa en la descomposiciéon de la deformacion
total (¢) en deformacion elastica (e.) y deformacion plastica (s,), representa el
comportamiento lineal y no lineal de ciertos materiales como los metales. Bajo
cierto estado tensional provocado por fuerzas externas, el material muestra un
comportamiento que presenta una relacion esfuerzo-deformacion lineal
(directamente proporcional) hasta alcanzar el umbral de falla, a partir del mismo
dicha relacibn cambia drasticamente, generandose comportamientos como:
plasticidad perfecta, endurecimiento o ablandamiento. Simultdneamente se
empieza a observar lo que se llama deformacion plastica o permanente, lo que
significa que una vez que se retire la carga del elemento, este ya no regresara a

Su posicion o forma original.

José Gallardo



hﬂh}ﬁg

Modelos reoldgicos

Universidad de Cuenca — Facultad de Ingenieria

Para introducir la formulacion de la plasticidad se ha visto conveniente utilizar
modelos reoldgicos, los cuales idealizan el comportamiento mecénico de un
material sometido a cargas externas, de tal manera que se modela
comportamientos complejos a partir de modelos mas simples. Los

comportamientos reologicos son 2:
a) Comportamiento elastico

Un elemento representativo de comportamiento elastico es un muelle
(resorte). El modelo radica en la proporcionalidad entre el esfuerzo y la
deformacion, siendo E la constante de proporcionalidad. Al retirar la carga o

esfuerzo al elemento, este regresa a su posicion o forma original.

g

Fig. 11.- Relacion esfuerzo-deformacién de un elemento elastico

b) Comportamiento friccional

Para poder representar un comportamiento friccional tendremos en cuenta un

elemento rectangular situado sobre una superficie rugosa, de la siguiente manera:
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M

Fr=pumg A

Fr

[

Fr _ald)

-Fr

Fig. 12.- Ley de friccion de Coulomb

En el grafico anterior, segun la ley de Coulomb, mientras el médulo de la
fuerza F sea menor a Fr el bloque no se desplazara. Si alcanzamos el valor de Fr
con nuestra fuerza F, el blogue se movera muy lentamente, en un punto de cuasi-
equilibrio, es decir, se considera un sistema cuasi-estatico, donde no hay
aceleracion, y para evitar la salida del sistema cuasi-estatico, no podemos

exceder el valor de Fr con nuestra fuerza F.

Ahora con analogia a un elemento friccional se lo define de la siguiente

manera:

lo| < o, e=0
11
@ | lo| = gy e+ 0
::
Uy lo| > oy, imposible

Fig. 13.- Comportamiento friccional
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Ahora obtendremos la curva esfuerzo-deformacion de este modelo tras un
ciclo de carga-descarga-carga:

— 0y T ———5

Fig. 14.- Curva esfuerzo-deformacién de un elemento friccional con un ciclo carga-descarga-carga

Modelo elastico-friccional

El modelo elastico-friccional es una combinacion de los comportamientos

friccional y elastico en serie (uno a continuacion del otro).

Elemento /-~ Elemento
de friccion | E ’ elastico
Oy
| Lo=1 ‘ €

Fig. 15.- Elemento elastico friccional
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Este modelo estd en funcion del parametro oy, el cual seria el limite
elastico, y el parametro E, que es la constante del elemento elastico. Al estar
colocados en un sistema en serie podemos descomponer la deformacion en dos
parametros, la deformacion en el elemento friccional (&), y la deformacion del
elemento elastico (¢¢). A pesar de que las deformaciones difieren entre el

elemento elastico y friccional, el esfuerzo en los elementos es el mismo.
0 =05 = 0
E=¢& t &

En base a los parametros de los elementos que componen este modelo se

puede determinar 3 posibilidades:

1. |o| <o,=Ag = 0= Ae = Ag,
Como |ag| < g, el elemento friccional no presenta deformaciones, por lo tanto,
toda la deformacion es elastica.

2. ol =0,=> 0 #0=>e=¢g + ¢, As = Agy

Como |o| = g, el elemento friccional presenta deformaciones, en este punto, toda

la deformacién serd en el elemento friccional, esto sin aumentar el valor del

esfuerzo.
3. |a|l > oy
Esta situacion no se puede dar debido a la naturaleza del elemento friccional.

Por ende, la curva esfuerzo-deformacion del modelo elastico-friccional con

un ciclo de carga-descarga-carga es:
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O

-

S
vy

Fig. 16.- Curva esfuerzo-deformacion del modelo elastico-friccional con un ciclo carga-descarga-carga

Modelo friccional con endurecimiento

El modelo friccional con endurecimiento, al igual que el modelo elastico-
friccional, se conforma por un elemento friccional y un elemento eléstico, con la
diferencia de que esta vez el sistema se coloca en paralelo (los dos al mismo

tiempo):

Fig. 17.- Modelo friccional con endurecimiento

Este modelo se encuentra en funcion de los parametros o, del elemento
friccional y H del elemento elastico. Para este caso, el valor de H lo

denominaremos constante de endurecimiento. Debido a la disposicion en
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paralelo, la deformacién en los dos modelos sera la misma, pero se puede
descomponer el esfuerzo en dos partes: esfuerzo friccional (0;), y esfuerzo del

elemento elastico (0,).
=0+ 0,
E=¢ t¢&

Para poder entender el funcionamiento del sistema, se analiza el comportamiento

por separado:

Elemento Friccional

loy| < oy, & =0
loy| = oy, g #0
loy| > oy imposible

Elemento elastico

o, =H'*x¢e,=H"x¢
Combinacién de los elementos

o,=0—0,=0—H'x¢

Con esto se puede determinar dos posibles situaciones:
1 |oyl <o,

En este caso, toda el esfuerza pasara directamente al elemento friccional, de tal

manera que no existe deformacion.

a—H’*£<ay = =0
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2. |oy| =0y

A partir de este punto todo aumento en el esfuerzo pasara al elemento elastico

Al aplicar un ciclo de Carga-descarga-carga sobre el sistema friccional con

endurecimiento se obtiene la siguiente curva esfuerzo-deformacion:

—0, 4

Fig. 18.- Curva esfuerzo-deformacion del modelo friccional con endurecimiento con un ciclo carga-descarga-
carga

Modelo elastico-friccional con endurecimiento

Para formar el modelo elastico-friccional con endurecimiento colocamos en
serie un elemento elastico con el modelo friccional con endurecimiento, de esta

manera obtenemos:

José Gallardo

39



[3

Universidad de Cuenca — Facultad de Ingenieria

Fig. 19.- Modelo elastico-friccional con endurecimiento

En este modelo se pueden identificar tres variables importantes, la
constante del elemento elastico en serie 0 modulo elastico (E), la constante del
elemento elastico en paralelo o coeficiente de endurecimiento (H’) y la constante

del elemento friccional o limite elastico (oy).

Tomando en cuenta las ecuaciones de equilibrio de esfuerzos y la
compatibilidad de deformaciones, obtenemos:

E=¢ t¢&
0 =0, =0y
Siendo:
g, .- deformacion del elemento elastico

er .- deformacion del modelo friccional con endurecimiento

Y

o, .- esfuerzo en el elemento elastico

or .- esfuerzo en el modelo friccional con endurecimiento

Y

Si combinamos el comportamiento en serie del modelo friccional con
endurecimiento y el elemento elastico encontramos el comportamiento para el

modelo propuesto:
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. |a — H'£f| <oy

En este caso el modelo de friccion con endurecimiento no sufre deformacion,
por lo cual, el aumento en la deformacion sera Unicamente la deformacion del

elemento elastico. A esta condicion se le denomina proceso elastico.

Ef=0
E=¢&,
Ao = E * Ae

o |0— H’£f| = oy
En este caso existen dos posibilidades:

a) o0y Ao de signos iguales

Todo el aumento en la deformaciéon se da en el modelo friccional con
endurecimiento. La relacion entre el incremento del esfuerzo y el incremento de la
deformacion se denomina modulo de deformacion elastico-friccional (Ee), en esta

situacién tenemos un caso de carga inelastica.

1 1 E+H
Ae = Ag, + Agr = EAO'+FAS = Ae
Ae :EefAO'
er =Eprw

b) oy Ao de signos opuestos

En este caso, toda variacion en la deformacién es debido al elemento elastico.

A esta situacion se le denomina descarga inelastica.

Ao = E = Ae
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Fig. 20.- Curva esfuerzo-deformacion del modelo elastico-friccional con endurecimiento con un ciclo carga-
descarga-carga

Fundamentos de la ecuacién constitutiva de plasticidad

Estos fundamentos estan escritos para estado tri-axial de una particula de
material, sin embargo, también son validos para el caso uni-axial. Se parte de las

siguientes consideraciones:

1) Descomposicién aditiva de las deformaciones.- se considera que la
deformacion total esta formada por una parte elastica y otra inelastica o plastica:
E=¢&,t+¢&
Donde ¢ es la deformacion total, €, es la deformacion elastica y €, es la
deformacion plastica. Observe que tanto &, &, &, estan conformadas por 6
valores, 3 de los cuales son deformaciones axiales y los otros 3 restantes son las

deformaciones cortantes.

En este caso ¢ es la variable independiente y la evolucion de ¢, se define a

través de la regla de flujo, la cual se presenta mas adelante.
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2) Relacion esfuerzo-deformacién.- esta debe ser capaz de describir el
comportamiento elastico del material. De esta manera, el tensor de tensiones o
se relaciona con la deformacion elastica &, mediante la energia libre ¥ de

acuerdo con la siguiente relacion:

v
de,

Siendo

1
4 =§£e:C:£e

Donde C Es el tensor constitutivo elastico (ver pagina 19), el cual se considera

constante. Entonces:
o =C(s— g,

3) Condicion de fluencia y espacio de tensiones.- se define una funcion f,
la cual representa la superficie de fluencia, esta limita el estado del material (o, @)

a un espacio de tenciones admisibles [E,, definido como:
]EO' = {(Gra) € ]RX]le(O',a) S 0}

De donde, si el estado (g,a) se encuentra en el interior de esta superficie, se

considera que no hay cambio en las variables internas:
=0y ¢g=0 si f(o,a)<0
Es decir, la respuesta es elastica:
g=C¢
Por lo tanto, el rango elastico es un espacio abierto (no incluye el contorno) que
se describe de la siguiente manera:

int(E,) = {(0,a) e RxR|f(0,a) < 0}

Y la superficie de fluencia es el contorno del espacio de tensiones, que se define

como.
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OE, = {(0,a) € RxR|f(0,a) = 0}
De esta manera
E, = int(E,) + IE,

4) Regla de flujo y ley de endurecimiento.- dan lugar a la irreversibilidad del

flujo plastico. Se considera un cambio sobre &, y & Unicamente cuando f(o,a) =

0, dicho cambio se describe como:
& =yr(oa)
a =y h(o,a)

Siendo r y h funciones que definen la direccion del flujo y el tipo de
endurecimiento. El parametro y = 0 es una funcion no negativa denominada
paradmetro de consistencia, y obedece a las condiciones de Kuhn-Tucker que se

definen a continuacion.

5) Condiciones de Kuhn-Tucker o condiciones de carga-descarga.-
puesto que el estado (o, @) tiene que ser admisible, y al mismo tiempo que y es

no negativo, se tiene:
y=0
flo,@) <0

Si (o,a) cae dentro del espacio int(E,) no existe variaciéon en la deformacién

plastica, lo que implica que:
& =0 si f(o,a)<0
y=0
Lo que nos da la siguiente condicion:
yf(lo,a) =0

Esta condicion expresa los requerimientos fisicos necesarios para que el
estado tensional sea admisible, y que en el caso de que la variacion de la

deformacion plastica sea diferente de cero, solo se dé cuando el esfuerzo se
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encuentra en la superficie de fluencia. Esta condicion esta en el contexto de la
literatura de implementacion de modelos constitutivos, y toma el nombre de

condiciones de Kuhn-Tucker [3].

6) Condicion de consistencia.- se debe cumplir que y =0 en cualquier
tiempo dado (t).Considerando que el esfuerzo se encuentra en la superficie de
fluencia, se tiene que f =0 para el tiempo t. Entonces, es facil mostrar que
f(t) <0y f(t+ At) < 0. Como ya se especificd anteriormente se tiene que y > 0
solosi f(t) =0,yy = 0si f(t) <0, se puede simplicar:

y>0 si f=0
f<0 si y=0

De donde se obtiene la condiciéon adicional:

yf(o,a) =0

A esta condicion también se le denomina condicion de persistencia, y
corresponde al requerimiento fisico de que para que la variacion de la
deformacion plastica sea distinta de cero, el valor del esfuerzo debe persistir en la

superficie de fluencia.
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Caracterizacion uni-axial de la plasticidad

Uno de los modelos menos complejos dentro de la teoria de la plasticidad
es el modelo con endurecimiento isotrépico, el cual es semejante al modelo
reologico elastico-friccional con endurecimiento. EI modelo consiste en que el
material se comporta de manera elastica hasta llegar al umbral de esfuerzos, una
vez llegado a este punto, la relacion entre el esfuerzo y la deformacion deja de
ser lineal y la pendiente de la curva cambia, produciéndose la fluencia del

material, ademas de la superficie de fluencia va creciendo.

ra'i
LA

A

"

<

T
')
L

(=]

Fig. 21.- Crecimiento de la superficie de fluencia del modelo con endurecimiento isotropico

Por otra parte, tenemos el denominado endurecimiento cinematico, el cual
se lo define fenomenoldgicamente como efecto Bauschinger, y se representa
como el desplazamiento del centro de la superficie de fluencia en direccion de la

deformacion plastica.
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x
A

Fig. 22.- Desplazamiento de la superficie de fluencia del modelo con endurecimiento cinematico

Finalmente, tras la combinacion del modelo de endurecimiento isotropico y

endurecimiento cinematico se obtiene el modelo de plasticidad con

endurecimiento cinemético e isotrdpico.

Relacion constitutiva

Para este modelo la densidad de energia libre se expresa como:

1 2 1 2 1 2
v =§E8e +§K6¥ +§H,8

HB =q Esfuerzo residual

De donde se obtiene:
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Relacién esfuerzo-deformacion.- Para la formulacion del modelo debemos

establecer en un primer paso la relacion entre el esfuerzo y la deformacion.
o=Eeg,

A la deformacion (g) la podemos descomponer en dos componentes, uno elastico

y otro inelastico o permanente:
E=¢ T &

o=Ee, =E(e—¢&p)

Superficie de fluencia.- Este modelo queda determinada por:
Donde:

f(o,q,a) Umbral de falla o fluencia

q Esfuerzo residual
gy, >0 Limite elastico inicial.
K Mdédulo de endurecimiento plastico.

K >0 Endurecimiento

K =0 Plasticidad perfecta

K <0 Reblandecimiento
a Variable de endurecimiento interno. No negativa. Considerando que: @ = |&,|
Ka Frecuentemente se denomina este valor como esfuerzo de arrastre.

Donde el valor del esfuerzo residual se calcula mediante la regla de Ziegler:
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q = Hé, = yH signo(o — q)

Siendo H el valor del médulo cinemaético de endurecimiento.

Regla de flujo.- Se considerara como regla de flujo que:
g, =Y signo(o)

Siendo

y Lavelocidad de fluencia

signo(o)  La direccion de fluencia

La velocidad de fluencia se determina con la ecuacion:

_signo(o — q)E€
~ E+[K+H]

Condiciones complementarias.- por ultimo es necesario introducir condiciones

complementarias, las cuales son

a) Condicion de Kuhn-tucker o condiciones de carga-descarga

yflo,a) =0
b) Condicién de consistencia o condicidén de persistencia
vf(o,@) =0
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Caracterizacion tri-axial de la plasticidad

Toda la teoria de la plasticidad planteada en una dimensién puede

generalizarse a estado tri-axial utilizando el mismo procedimiento
1. Relacién esfuerzo-deformacion

Teniendo en cuenta que la energia libre ¥ se define de la misma manera que en

el caso uni-axial, la relacion esfuerzo deformacion se define como:
c=2C:¢g,

E,=€e—¢g ~ 0=C(s—¢gp)

Donde ahora o, &€ son tensores del esfuerzo y deformacién respectivamente,

mientras que C es la matriz de constantes elasticas

2. Superficie de fluencia

La funcion de fluencia se define como:
flo,q,a) = ®(0) —q — op(a)

Siendo @ (o) la tencion uni-axial equivalente, g el esfuerzo residual y o (a) es la

funcion de fluencia:
or(a) = 0, + Ka

Donde K es el coeficiente de endurecimiento isotrépico del material.

3. Regla de flujo
La regla de flujo no varia con respecto al caso uni-axial, es decir:

B signo(®(a) — q)EE
~  E+[K+H]
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4. Condiciones complementarias

Para el caso de la condicion de Kuhn-Tucker o condicion de carga-descarga se

tiene:

y=0; f(o,0) <0; yf(o,a)=0

Y la condicion de consistencia o condicion de persistencia se define:
vf(o,@) =0
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3.4 Visco-plasticidad

Introduccion

La teoria de visco-plasticidad se fundamente en que una vez superado el
limite elastico en ciertos materiales, estos no se comportan como lo muestran los
modelos de plasticidad. Pasado este limite, la deformacidn ineldstica depende un

una variable mas, el tiempo.

Un punto importante en la teoria de la visco-plasticidad es la teoria de
Newton, donde se considera que la deformacion no se proporcional al esfuerzo,

sino que la velocidad de deformacion es directamente proporcional al esfuerzo.

A los modelos de comportamiento visco-plastico se los puede considerar
como una extension de los modelos plasticos, con la diferencia que en los
modelos visco-plasticos aparece el concepto de tiempo de relajacion. Este tiempo
denominado tiempo de relajacion, es una medida de tiempo en el cual el material
se relaja, es decir, el esfuerzo pasa a ser directamente proporcional a la

deformacion.

Caracterizacion uni-axial de la visco-plasticidad

Relacion constitutiva

En este caso la densidad de energia libre se define como:

1 2 1 2 1 2
v :EESe +§Ka +§H,8

HB =q Esfuerzo residual
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De donde se obtiene:

Modelo

Para la formulacion del modelo se parte de la relacion entre el esfuerzo y la

deformacion:
oc=Eeg,
De donde se puede descomponer la deformacion de la siguiente manera:
E =€t &y
g..— deformacion elastica

&yp.— deformacion visco-plastica

Como para determinar el esfuerzo o unicamente se utiliza la deformacion
elastica podemos expresar la relacion esfuerzo-deformacion de la siguiente

manera.:
oc=E¢g, = E(e - e,,p)

Posteriormente se define una superficie de fluencia, que en este caso se
utiliza la misma que para el modelo con endurecimiento cinematico e isotropico

para plasticidad:

flo,q,0) =0 —q|l - (0, +Ka) <0

En la literatura sobre visco-plasticidad existen dos teorias ampliamente

difundidas sobre la formulacion de la regla de flujo:
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a) Formulacion de Perzyna

Esta teoria se basa en el denominado esfuerzo adicional (0ex), cuyo valor se
representa la diferencia entre esfuerzo que soporta el elemento y el limite

admisible:

0—q— (o, +Ka) si 0—q = (0, +Ka)
Tex = c—q+(oy+Ka) si o—q<—(0,+Ka)

=(lo —ql - (o, + Ka))signo(o)

De esta manera, utilizando la ecuacion de la ley de Hooke se encuentra el

valor del esfuerzo adicional como:
Oex = Tl&}p

Donde n es la constante visco-plastica. Si ahora se despeja la deformacion
visco-plastica y se sustituye el esfuerzo adicional con la ecuacion anterior

obtenemos:
.1 .
Epp = E(|O’| =0y, + Ka)) signo (o)
Si a esta ecuacion introducimos la superficie de fluencia se tiene:
.1 .
Epp = Ef(a, a) signo (o)

Como la deformacion visco-plastica Unicamente se produce cuando f(o,a) >
0 es necesario introducir una nueva funcion que en el caso de que no se cumpla

esta condicioén el valor sea O:

_ (o0 +If@al

(f (@, ) >
De esta manera obtenemos la regla de flujo:
1 .
Epp = E(f(a, a)) signo (o)

[4][5][6]
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b) Formulacién de Duvaut-Lions

Para esta teoria es importante introducir una variable en funcién del tiempo, la

cual se define como:

Donde 7 es llamado coeficiente de relajacion, de esta manera podemos definir la

deformacion visco-plastica como:

E~! E7
Epp = — [Ialsigno(a) — aysigno(a)] = [G - aysigno(a)]

Al igual que en los modelos de plasticidad es necesario introducir una
regularizacion, una de las cuales es la regularizacion de Yoshida (Pazy, 2012).

De la formulacién de Perzyna se obtiene que:

_{foa)
i n

De esta manera la deformacion visco-plastica queda expresada:

Eyp =V Signo(o)

a=y

Finalmente se remplaza estas ecuaciones en las condiciones de carga/descarga

de Kuhn-Tucker y en la condicién de consistencia.

[6][7]

NOTA.- Esta formulaciéon también es valida para el modelo tri-axial
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3.5 Teoria de dafno

Introduccion

La teoria de dafio representa el deterioro gradual y continuo de un material
sometido a diferentes esfuerzos, que se caracteriza por ser un proceso fisico
progresivo, acumulativo e irreversible. El dafio puede aumentar hasta llegar a la
fractura (falla), y dependiendo del comportamiento del material se puede

diferenciar claramente dos tipos de fallas: ductil y fragil.

™

Fig. 23.- Tipos de falla

La existencia de estos tipos de falla es debido a la diferente naturaleza de
los distintos materiales. El elemento empieza a fallar por los distintos puntos
defectuosos del material, debido a la concentracion de esfuerzos en dichos
puntos. A nivel macroscopico se puede visualizar esas fallas a través de las

fisuras que se presentan en el material, en este punto el material ya ha fallado.

Se puede diferenciar principalmente 2 modelos de dafo, el primero se
basa en la deformacién total (dafio elastico), y el segundo en la deformacién
inelastica (dafio plastico y visco-plastico). A continuacion se muestra un esquema

de los tipos de dafio tras varios ciclos de carga y descarga.
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Material elastico Material plastico
Dario elastico Dafio plastico
, 0
"f" ral
4 _I|E':! 1-d)E ' I’ ¥ AE=(14E
y 1
# - |

Fig. 24.- Tipos de dafio

A ese comportamiento también se lo denomina degradacion, el cual
cumple con las leyes de la termodindmica y se basa en la modificacién del tensor

constitutivo.

Conceptos basicos y definicion de dafio

Si se considera un material de area igual a la unidad, donde la parte del
area dafiada denominada d no puede soportar ningun esfuerzo, por ende cuando

el valor de d es igual a 1 significa que el elemento esta completamente roto.

Principio de deformacién equivalente.- si el material consta de fibras
paralelas, las cuales estan sujetas a la misma deformacion y la porcién d es la
dafiada como ya se dijo anteriormente, el valor del area no dafiada es 1-d. El
esfuerzo nominal (o) que se aplica sobre el area parece reducirse, pero el
esfuerzo real en el area no dafiada aumenta. Este esfuerzo real que soporta el

area no dafiada se denomina esfuerzo efectivo, el cual se expresa:
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VA VAVANVEVEVAVAN

VAV AVEAVANVAVAVAV

B AVAVAVAVAVEY:

Fig. 25.- Modelo de dafio elastico segun el principio de deformacién equivalente

Para generalizar el concepto anterior sustituimos el area igual a la unidad

por un valor s, de esta manera se obtiene:
S Area total

Sd  Area dafiada

S Area efectiva
o Esfuerzo aparente
i) Esfuerzo efectivo

Con las ecuaciones de equilibrio se tiene que:
oxs=0x*x8§=F

Donde F es la fuerza aplicada sobre el area

. d . ~ ., .
Siendo S? =d, cond la variable de dafio o degradacién se tiene:

Si sd=0 = d=0

Si sd=s = d=1
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Por lo que el rango de d queda definido:
0<d<1
Tomando en consideracion la ley de Hooke se obtiene que:
0 =Ee
c=01-d)d=(1-d)Ee
E=1-dE=(1-dg)E=Eg

Cabe recalcar que la superficie dafiada no puede disminuir, ya que como se dijo

anteriormente el dafio es un proceso fisico progresivo.

sd .
sd>0 = d:? =5 d=0

Bases del modelo de dafio o degradacion

Existe diferentes formulaciones para caracterizar el dafio o degradacion de
un material, entre estos, los modelos isotropos son ampliamente aceptados y

relativamente sencillos para los materiales objeto del presente estudio.

— Evolucidn def umbral de
£t 't degradacion a traceion
dedaie ™

|
— Deteriorodel ——— |
| médulo elastico
. o f £

fe

Dominio
elastico

Ewolucién del umbral de —.
degradacion a compresion h

f'c

fc

Fig. 26.- Umbral de dafio o superficie de dalla para un material con distinta resistencia a compresion y
traccion
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Al iniciar el proceso de carga se considera que el material es elastico,
isétropo y se encuentra en perfecto estado. Al incrementar la carga, el material se
acerca al umbral de falla, el cual marca el inicio de la degradacién o dafio, al
sobrepasar este limite, el material se degrada, perdiendo rigidez. Para lograr este
comportamiento se utiliza una variable interna escalar d denominada de dafio o
degradacion, la cual representa la pérdida de rigidez y varia entre 0 o 1 como ya
se menciond anteriormente. La ecuacion del modelo de dafio isotropo se define

como:
c=(1-d)C:¢

Donde o y € son los tensores de esfuerzos y deformaciones respectivamente, d
es la variable de dafio y C es el tensor constitutivo inicial. Como consecuencia de

esta ecuacion se tiene que:

1) Debido a que la rigidez unicamente es afectada por un escalar la isotropia
del material se mantiene.

2) Se puede integrar de manera explicita la ecuacion constitutiva, ya que
solo intervienen valores actuales de esfuerzo y deformacion.

3) La ecuacidon constitutiva cae dentro de los modelos estandar de

descomposicion de deformaciones.

Este modelo se define por completo si se determina el valor de la variable interna
d en cada instante del proceso de deformacion.

1) Norma en el espacio de tensiones.- se define una norma I' del tensor de
deformaciones, a la cual también se le denomina deformacion equivalente. Esta
norma se utiliza para comparar diferentes estados del material, de esta manera es

posible distinguir procesos de carga y descarga

Para el caso de un modelo elastico simétrico la norma se define en funcién de la
energia elastica ¥,. Este dominio elastico se representa mediante un elipsoide

centrado en el origen del espacio de deformaciones:

F=\/2LPO=\/£:C:£=\/0':£
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2) Criterio de dafo.- se formula una funcion (F) que divide el espacio de
tenciones admisibles en un dominio elastico (F > 0) y un dominio de dafio (F = 0).
Este espacio tensional esta en funcion de la norma I' y de un valor r el cual

representa el umbral de dafio:
FO,r)=6I)—-G(r)<0

Donde G(¢) es una funcion mondtona creciente. Ademas 7 > 0, y si r crece, la

superficie de fluencia crece.

3) Ley de evolucién.- la evolucion del umbral de dafio y la variable de
degradacion se definen como:
r=u

OF(T,r)  dF(T)
ar | “Tar

d=p
Donde u es el parametro de consistencia de las condiciones de Kuhn-Tucker

4) Condicion de Kuhn-Tucker o de carga-descarga.- de acuerdo a las

condiciones de Kuhn-Tucker se tiene que:
u=0
F(T,r) <0
uF(,r)=0

Donde a u también se lo conoce como multiplicador de dafio.

5) Condicidon de consistencia.- establece que para que la superficie de dafio
evolucione la funcién F en el instante siguiente se debe mantener en la superficie,
de tal manera que:

u=0
FT,r)<0
pF(T,r)=0
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Caracterizacion de modelos de dano

Para modelos con endurecimiento se utilizan dos diferentes tipos de

caracterizacion para el modelo de dafio.

Endurecimiento lineal

Donde

H es el parametro de endurecimiento lineal

1
= — H<O0
rmax H TO ( )
Endurecimiento exponencial
T )
Gr)=1- 7OeH(1 ?)

G(ry) =0

r=00 G(r)y=1
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Modelo de plasticidad y dafno asociados

El modelo de dafio acoplado a plasticidad es similar al modelo de
plasticidad, con la adicion del criterio de dafio o degradacion mediante la variable

d, de esta manera, la relacién esfuerzo-deformaciéon se define:
o=Eeg,

Se establece una superficie de fluencia, la cual va a delimitar el espacio de

tensiones admisibles:
flo,q,0) =|loc—q|—(1—-d)(o, + Ka) <0
Siendo:
q = Hé, = yH signo(o — q)
Se establece una regla de flujo:
&y =7 signo(o)

_signo(o — q)E€
~ E+[K+H]

d=G(r)
Donde G(r) representa el modelo de dafio, y r la variable interna.

Y finalmente se establecen las condiciones de carga/descarga de Kuhn-
Tucker y la condicién de consistencia, las cuales son las mismas que para los

modelos plasticos.

Modelos de visco-plasticidad y dafio asociados

El modelo de dafo visco-plastico es similar al modelo plastico, con la

diferencia que en la regla de flujo se utiliza lo visto en visco-plasticidad.

NOTA.- todo lo expuesto es valido para modelos en estado uni-axial y tri-axial.
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Capitulo 4

Algoritmos

Los algoritmos expuestos a continuacion estdn dirigidos a la

caracterizacion del comportamiento controlado por las deformaciones.

NOTA.- Los algoritmos presentados a continuacion son un resumen de los
implementados, tomando en consideracidbn los mas representativos, no se
exponen todos debido al gran nimero de ellos. En el formato digital se agrega
archivos de Excel con macros de cada uno de los algoritmos implementados para

el presente trabajo.
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4.1 Estado uni-axial

4.1.1 Plasticidad

Algoritmo de integracion para plasticidad con endurecimiento

cinematico e isotropico

Para el desarrollo del algoritmo se utiliza el método de regreso de Euler.

Partiendo de este punto se obtiene:
Epm+1) = Ep(n) T AY Signo(om41))
A(ns1) = Ay + 4y
dn+1) = Gn + AyH signo(§me1))
Om+1) = E(Eme1) = Epm+1)
Em+1) = Em) T A&,

Donde q representa el traslado del umbral del comportamiento no lineal. Ademas

es necesario introducir una nueva variable, de manera que:
§=0—q

Donde ¢ representa el esfuerzo relativo.

Con esto la superficie de fluencia es:
fonrn) = |Emen| = (0y + Kanin)) <0
Y las condiciones de carga/descarga se expresan:
Ay =0
Ay fnry =0

Donde se conocen los datos del instante n, o el punto anterior y el nuevo

incremento de la deformacion Ag,,.
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Estado elastico de prueba (trial)

Como primer punto se va a considerar un estado de prueba netamente
elastico, es decir, no se considera plasticidad ni superficie de fluencia, de esta
manera, las variables en el siguiente instante de carga se expresa con las

féormulas:

trial

O(n+1) = E(E(n+1) - Ep(n))

trial _
€pn+1) = Ep()

jal _ _trial
S frrl'fl-al) = O(ny1) — 4o

trial

An+1) = A

Alnstty = Am)

foid = lomen| = (0y + Kag)
Condiciones de carga
Si:
oty <0
El material se encuentra en el rango elastico, por lo tanto:

Ep(n+1) = Ep(n)

An+1) = An)

_ trial
O(n+1) = a(n+1)

An+1) = 9
Satisfaciendo todas las condiciones impuestas:

a) Relaciéon esfuerzo-deformacion

b) Regla de flujo

Ay =0
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€p(n+1) = Ep(n)
c) Condiciones de Kuhn-Tucker y condicién de consistencia
fnrn) = f(nrﬂl) y Ay =0
AVf(n+1) =0
Ayf =0

En cambio, si f(ﬁfﬁl) > 0, el estado de prueba no es admisible, por lo que es

necesario retornar a la superficie de falla. Entonces:
Ay >0
Por lo tanto:
Ep(n+1)  Ep(n)
On+1) * U(tnif)

fosn = 8 fain=0 "'y Ay>0

El material se encuentra en estado inelastico.

Algoritmo de regreso a la superficie

Puesto que:
f(glrﬂl) - fa+) =0

Es necesario obtener los valores reales de &pe41), Xn+1) An+1), On+1), Ay Se

corrige el estado tensiorial o(,,+1), observe que:
On+1) = E(£(n+1) - gp(n+1))
o1y = E(emsn) — &pmy) — E(&ptmsn) — Epm)

On+1) = U(n+1) EAy signo(o(n+1))
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Y como Ay > 0 se tiene que:

Ep(n+1) = Epm) T AY signo(o+1))

An+1) = Ay + Ay
$tm+1) = On+1) — dn+1)

dn+1) = qn + AYH signo(&m+1))

fnr) = [Emeny| = (0y + Kaniny)
Colocando el esfuerzo relativo en funcion de los parametros conocidos, se tiene:

Enrny = (058 — awmy) — AY(E + H) signo(&ins1y)
iy = (§0ih) — AV (E + H) signo(§nsn))

trial trial

|Eman|signo(Emen) = €6 |signo(€G4h) — Ay (E + H) signo(§ma))

(|§(n+1)| +Ay(E + H)) signo(§men) = |§Gan[signoiin)

Si se toma en consideracion que Ay > 0 y puesto que H como E son positivos,

entonces:

signo(&men)) = signo(61%)
Por lo tanto:

Snen | + Av(E + H) = 603
Ahora, basandose en la condicion de consistencia se tiene:

faen = €G] = AY(E + H) = (o) + Kany1))

foen = [EGich| = Ay (E + H) — (0 + Kagy) — K[y — am)]
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fon = G — Ay (E+ H+ K)

Por las condiciones de carga/descarga de Kuhn-Tucker, puesto que Ay # 0

entonces f,+1) = 0, Por lo tanto al resolver la ecuacion se obtiene:

ftrial
A]/ _ (n+1)
E+ (H+K)

Algoritmo 1.- Algoritmo de plasticidad con endurecimiento cinematico e

isotrépico

Entrada.- incremento de la deformacion (Ag,,), parametros del estado anterior

(&) Ep(n)r A(n)) X)) O(m) Y Variables internas del material (E, K, H)
Salida.- parametros del estado final (e¢41), Epm+1)s Ans1) Xn+1) Fn+1))
1. Calculo de la nueva deformacion
Em+1) = Em) T A&,

2. Calculo del estado de prueba

ial
O-(trt-lkal) = E(E(n+1) - Ep(n+1))

jal _ _trial
$ni) = OGnen) — Ay
jal _ |ztrial
fash) = ¢ in| — (oy + Kagm)

3. Sifii%) < 0 entonces

Ep(n+1) = Ep(n)
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An+1) = 9w

Am+1) = A(n)

_ _trial
Om+1) = O(n+1)

Ay =0
4. Caso contrario

ftrial
A)/ _ (n+1)
E+(K+H)

trial trial

Omn+1) = O(n+1) — EAY signo(§i1))

Ep(m+1) = Epn) T Ay signo (E(trﬁ-all))

Am+1) = Any + AvH signo(EGE)

An+1) = Ay + Ay

5. Fin
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4.1.2 Visco-plasticidad

Algoritmo de integracion para visco-plasticidad con endurecimiento

isotropico (Uni-axial).

Para la formulacion del algoritmo para visco-plasticidad se debe establecer
si la regla de flujo sigue la formulacion de Duvaut-Lions o la de Perzyna, y las

ecuaciones de evolucién de comportamiento son:

. _E
Evp :T[a_ap]
) 1
@ =~—la-a
, 1
G=~=la-ap]
N

TEYE+H)

Donde o,, q, Y a,son los valores del esfuerzo y la variable interna de
endurecimiento del modelo de plasticidad, mientras que t representa el tiempo de

relajacion. A partir de esto se tiene que:

o1 . Op
0+—-—0=Ec+—
T T

1 a
@+-a=-"L
T
.1 dp
q+Tq— T

Y utilizando el método de retorno de Euler se tiene:
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At At
O'(n+1) [1 + 7:| = EAE(n) + U(Tl) + 70’19

At At
a(n+1) [1 + 7] = a(n) + ?ap

At At
dn+1) [1 + 7] =qm + s

Si se tiene en cuenta que o{,ﬁf’ll) = o) + EAe la formula queda expresada de la

siguiente manera:

; At
1
O'(tgfl) + ? O'p
G e ——
L+=

Algoritmo 2.- Algoritmo de visco-plasticidad con endurecimiento cinematico e
isotrépico

Entrada.- variacion de la deformacion (Ae,), parametros del estado anterior

(Enys Evp(n) An)» Ay, O(m)) Y Variables internas del material (E, K, H, 1)
Salida.- parametros del estado final (e¢+1), Evpm+1)r An+1)r Xn+1) On+1))
1. Calculo de la nueva deformacion

Em+1) = Em) T A&y
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2. Calculo de gy, q, Y a;,, con el algoritmo 2

2.1Si fi14) < 0 entonces

Eyp(n+1) = Evp(n)
An+1) = An)

dn+1) = 9

_ _trial
On+1) = O(n+1)

Ay =0

2.2 Caso contrario

_ n
"TE+(K+H

ial At
ol + o,
On+1) = — At
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At
D) + ?qp
An+1) = - At

1+
T

Evp(n+1) = Em+1) — E_la(n+1)

3. Fin

Cabe recalcar que si se utiliza el algoritmo 1 pero determinando la velocidad de

flujo como:

At

Ay = —F5 Ay,
1+?

Donde Ay, es la velocidad de flujo que se obtiene con la férmula para plasticidad

segun el algoritmo 1, se obtienen los mismos resultados que en el algoritmo 2.
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4.1.3 Dafo

Para la elaboracion de un algoritmo de modelo de dafio se tiene que:
o= (1—-d)Es
Siendo:
d=G(r)
Utilizando la ecuacion de evolucion de dafio exponencial:

G(r)y=1- :—OeH(l_rr_o)

G(r)=0 si r<n

Donde:

7"0=_

VE
Ttm+1) = T() + A]/\/E

Para obtener un algoritmo de plasticidad con dafio asociado se introduce
este concepto en el algoritmo 1 se obtiene el algoritmo de plasticidad con

endurecimiento cinematico, isotrépico y dafio.

Nota.- si se desea obtener los resultados de un algoritmo Unicamente de dafio,
simplemente se considera un valor de 0 en el coeficiente de endurecimiento

cinematico y se utiliza de punto de partida el estado prueba del material.

Algoritmo 3.- Algoritmo de plasticidad y dafio asociados; con endurecimiento

cinematico e isotropico.

Entrada.- incremento de la deformacion (Ag,,), parametros del estado anterior

Em Epn) ) Xm)» O(n), A(y) Y Variables internas del material (E, K, H)
() Ep(m)» A(n)» X(n)» I(n), A(n)

Salida.- parametros del estado final (e41), Ep+1), An+1) An+1) Fnr1) A1)
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1. Calculo de la nueva deformacioén
Em+1) = Em) T A&y

2. Calculo del estado de prueba

trial

oinih = (1 — dmy)E(eme1) — Eprn)

jal _ _trial
¢ (t‘rrlfl-al) = U(rf-lran —qm)

faish = el — = dmy) (oy + Kawm))

3. Sifi1i4) < 0 entonces
Ep(n+1) = Ep(n)
An+1) = 9
An+1) = A(n)
O(n+1) = U(tgicﬁl)

dn+1) = d(n)

Ay =0
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4. Caso contrario

Sir¢,y = 0 entonces

r(n) =T

Fin si

ftrial
A)/ _ (n+1)
E+ (K+H)

Tm+1) = Tw) + AV\/E

To
T H{1-
0 e( r(n+1))
T(n+1)

dn+1) = G(r(n+1)) =

Om+1) = (1 — daany) (0G4 = EAy signo(EGE))
trial )

Ep(n+1) = Epn) + Ay Signo(f(n+1)

Am+1) = Any + AvH signo(EGE)

An+1) = Ay + Ay

5. Fin
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Algoritmos de integracion para visco-plasticidad con dano.

Al igual que los algoritmos de plasticidad con dafio, estos son semejantes a los de

visco-plasticidad, sin embargo es necesario introducir el concepto de dafo:
o= (1-d)Es
Siendo d la variable de dafio, y se calcula con la siguiente formula:

d=G(r)=1- rr—OeH(l-Tr—")

Donde:
o.
y
o = \/_F
At
1, + =
T+ == A7
1448

T

Si esto se introduce al algoritmo 2 obtenemos al algoritmo para visco-plasticidad

con endurecimiento cinematico, isotropico y dafio.

Algoritmo 4.- Algoritmo de visco-plasticidad y dafio asociados; con

endurecimiento cinematico e isotrépico

Entrada.- incremento de la deformacion (Ag,,), parametros del estado anterior

(Enys Evp(n) Ay @), O(ny) Y Variables internas del material (E, K, H, )

Salida.- parametros del estado final (en+1), Evpm+1) An+1) An+1) An+1) F(n+1))

1. Célculo de la nueva deformacion

E(n+1) = E(n) + Agn
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2. Calculo de gy, a,, 19, 1, con el algoritmo 6
2.2Si firi4) < 0 entonces
Eyp(n+1) = Evp(n)
X(n+1) = An)
An+1) = 4
trial

On+1) = O(n+1)

dn+1) = dm)

Ay =0
2.2 Caso contrario
Siry = 0 entonces
r(n) =T
Fin si
7

"TE+(K+H
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T, + %rp
Ttn+1) = T

1+
T

7
T H(1——°)
0 e T(n+1)

dins1y = G(Tmeny) = 1 —
Tn+1)

a(trfiall) + %ap
I+ = (1= densry) — A
142

Evp(n+1) = Em+1) — E_la(n+1)

3. Finsi

Nota.- si se desea obtener los resultados de un algoritmo Unicamente de dafio,
simplemente se considera un valor de 0 en el coeficiente de endurecimiento
Cinematico y se utiliza es estado de prueba del material. Lo mismo sucede en los

algoritmos para estado tri-axial.
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Para simplificar, se trabaja en el espacio de las tensiones principales, en el cual

las tensiones cortantes y deformaciones cortantes son nulas

4.2.1 Plasticidad

Para el desarrollo del algoritmo de plasticidad tri-axial se utiliza el criterio
de superficie de fluencia de von Mises, y siguiendo el mismo proceso que para

plasticidad uni-axial. Se parte de que:

Epm+1) = Epm) T AYN(ni)

2
Ans1) = Ay + §AY

2
By =Bm + §H(a(n+1) — Ay M)

Donde las variables con letra mas oscura (negrita) representan vectores, y las
demas representan escalares. El valor de H es el coeficiente de endurecimiento
cinematico, B es el desplazamiento del centro de la superficie de fluencia, y n es
el vector normal a la superficie de fluencia. Por ende, se tiene que el esfuerzo

relativo y el vector normal a la superficie se definen como:

§:=desvio] - B
$(n+1)

n =

Y el

Primero se obtienen los valores del estado elastico de prueba (trial):

trial

Sm+1) = Sy T 21041

it = Snany — By
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Siendo s la desviacion del esfuerzo (desv[o]), e la desviacion de la deformacion

(desv[e]) y u el médulo de cortante (una de las constantes de Lamé), la cual se

calcula con la expresion u = e

Otro parametro que es importante introducir es x, denominado modulo de

volumen (bulk modulus) el cual se define

—A+2
K= I+

1= Ev
S @A+v)1-2v)

Posteriormente se calcula el vector normal a la superficie de fluencia en funcion

del esfuerzo relativo en el estado de prueba:

0 _ TN
o = e

Teniendo en consideracion que:

1) = Sme) — Bman)

Emn+n) 1= Ematy — [ZMAY +/2/3 H(a(ns1) = a(n))] N(pt1)

Y tras un par de operaciones matematicas se obtiene el pardmetro de

consistencia

2 . 2
g(dy) = — §(Uy + Kagn) + ||E050 || — | 2uay + \/;H(“(nﬂ) —am)|=0

An+1) = Ay + "2/3 Ay
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Algoritmo 5 Algoritmo de plasticidad en estado tri-axial (endurecimiento
cinematico e is6tropo)

Entrada.- incremento de la deformacién (Ag,), parametros del estado anterior

Em) ) By An), O () Y Variables internas del material (E, v, K, H)
n) € p(n) P (n)» “(n), 9 (n)

Salida.- parametros del estado final (€,+1), €pn+1), Bn+1) Amn+1)r Fn+1))

1. Calculo del estado elastico de prueba

Em+1) = Em) T A&y

1
€n+1) = Em+1) — §t7”(£(n+1))1

trial

stnity = 21(eme1y = €pen)
Enity = Stnity — By
2. Calculo de la condicién de superficie
fish = NG = /5 (oy + Kagw)
2.1Si {51155 < 0 entonces

(')(n+1) = (')f:lifi)

Salir

Fin si
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3. Calculo de ng,4qy y Ay

Etrl’al

_ (n+1)
N1 = ”E?ial)”
n+1
1) Inicializar
Ay©® =0
o _
Anr1) = )
2) lIterar

Hacer hasta |g(ay )| < TOL

k=k+1

2 .
g(A]/(k)) J— —\/; (o'y + Ka((ﬁll)) + ||ffrrffi)”

2
— [2uay® + \/;H(a((ﬂl)—a(n)) ~0

(n+1)

1
+ 3

(H+K)a®
Dg(ay™) = —2u

0

Ayk+D) = p 00 _ 9BV
Y Y B
Dg(Ay®)

An+1) = Ay + ‘/2/3 Ay
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4. Calculo de valores reales

2
Buniyy =Bm + §H(a(n+1) — ) )M ns1)

€pn+1) = €pn) T AYM(py1)

trial

On+1) = K tr(£(n+1))1 + Stn+1) — 2:UA)/n(n+1)
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4.2.2 Visco-plasticidad
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El algoritmo es como una extension del algoritmo de plasticidad, tomando
en cuenta que ahora la ecuacion de la velocidad de flujo se determina con la

ecuacion

_{fo,9)
n

Mediante el método de la regresion de Euler se parte de que:

fnsn
Evp(n+1) = Evp(n) +— 0 ——Atn Ny

f( +1)
a(n+1) = (l(n) +\/; nn At

2 f( +1)
Bniy =Bm + §H nn Atn, 1)

Donde el vector perpendicular a la superficie de fluencia se calcula como:

'3 fﬁ%

n
) = letrial |

Haciendo un analisis similar que en el caso de plasticidad se encuentra que

trlal ”Etrlal ” _ Z[JAt

(n+ 1) — (n+1)

22 e (1+37)

Para finalmente determinar la velocidad de flujo

(f(;rﬂl))
~2u
AY 1) = (f(n+1)>7 = i
E+P+ﬁ]
.
2p

Siendo 7 el llamado tiempo de relajacion.
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Algoritmo 6 Algoritmo de visco-plasticidad en estado tri-axial (endurecimiento
cinematico e is6tropo)

Entrada.- Incremento de la deformacion (Ag,), parAmetros del estado anterior

Em) € By, A, Oy Y Variables internas del material (E, v, K, H)
(n) Cvp(n), P (n)» “(n), @ (n)

Salida.- parametros del estado final (£,,41), €vpm+1), Bn+1) An+1)) Fm+1))

1. Calculo del estado elastico de prueba

Em+1) = Em) T A&y

1
€n+1) = Em+1) — §t7”(£(n+1))1

trial

Snaty = 21(€ 1) = Evpen))
Enity = Stnity — By
2. Calculo de la condicién de superficie
fish = NG = /5 (oy + Kagw)
2.1Si {51155 < 0 entonces

(')(n+1) = (')f:lifi)

Salir

Fin si
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3. Calculo de ng,4qy y Ay

n _ it
Y e

{faren)

2u
_n_ H
ouat t 1+ 3

A1) = Ay + /2/3 AY(n+1)

AV(n+ 1) =

4. Céalculo de valores reales

2
Briy =Bwm + j;H(a(n+1) — Ay )M 1)

€pn+1) = €pn) T AV

trial

On+1) = K tr(s(nﬂ))l + Stnr1) — 2HAY (1) N(nr)
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4.2.3 Dafo

Para introducir la teoria de dafo en los algoritmos anteriores, Unicamente es

necesario tomar en consideracion que
oc=((1-d)Ee
Donde el valor del parametro d se calcula con la ecuacién

o)
1 r

d=G(r) = 1—:—OeH(

Siendo:

o =

|l

( T+ AyVE (caso plastico)

= At
Tn+1) | T, t+ Ea (r(n) + Ay E)
At
\ 1+

(caso visco — plastico)

Algoritmo 7 Algoritmo de plasticidad y dafio asociados, en estado tri-axial
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(endurecimiento cinematico e isétropo)

Entrada.- Incremento de la deformacion (Ag,,), pardmetros del estado inicial

(En), €pn), By ), ), 0ny) Y Variables internas del material (E, v, K, H)
Salida.- parametros del estado final (£,4+1), €pn+1)s Bn+1) An+1)r A(n+1) O (n+1))

1. Calculo del estado elastico de prueba

£(n+1) = E(n) + Asn

1
€n+1) = Em+1) — §tr(£(n+1))1

trial

Sm+1) = 2#(3(n+1) - ep(n))

jal _ trial
Enity = S(nany — B

2. Calculo de la condicién de superficie
ial __ ial
fish = G  = /3 (oy + Kagw)
2.2Si fir14) < 0 entonces

(')(n+1) = (')f:lifi)

Salir
Fin si

3. Calculo de ng,.qy Yy Ay
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trial
_ E(n+1)
Nty = ”E?«ial)”
n+1
1) Inicializar
Ay©® =0
o _
X(n+1) = Em)
2) lIterar

Hacer hasta |g(ay )| < TOL

k=k+1

2 ,
g(Ay®) := —\/; (ay + Ka((rlfil)) + “fgfﬂ)”

2
- ZMAy(k)+f§H(“<('§)+1>—“(n)) =0

(n+1)

1+
3u

(H+ K)a®
Dg(ay®) = —2u

g(ay®)

Ay(k+1) — Ay(k) _
Dg(Ay®)

A1) = Am) + ,/2/3 Ay

4. Calculo de valores reales
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Siry) = 0 entonces
Tm) =To
Fin si
1) = Ty + AYVE

T, H(1-—T°
dinr1) = G(Tnany) =1 - r(n:)-l) e ( r(n+1))

2
Boiy =Bwm + j;H(a(n+1) — Ay )M 1)

€pn+1) = €pn) T AVN (i

trial

O+ = (1 = dgany) (K tr(€man) )1 + STy — 2uAy NGy p1))

Algoritmo 8 Algoritmo de visco-plasticidad y dafio asociados, en estado tri-axial
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(endurecimiento cinematico e isétropo) y dafio.

Entrada.- incremento de la deformacién (Ag,), parametros del estado anterior

(En) €vpn), By, Am), Ay, O (ny) Y Variables internas del material (E, v, K, H)

Salida.- parametros del estado final (£,41), €vpm+1)) Bn+1) An+1)r Anr1)r Fm+1))

1. Calculo del estado elastico de prueba

£(n+1) = E(n) + Asn

1
€n+1) = Em+1) — §W(8(n+1))1

trial

Stni) = 21(€qen) — vpen))
Sty = sty = Bmy
2. Calculo de la condicién de superficie
fonsh = NeGel = */3 (oy + Kagwy)
2.2Si fir14) < 0 entonces

(')(n+1) = (')f:lifi)

Salir
Fin si

3. Calculo de ng,.qy Yy Ay
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jal
$ frrzlfn

n
S |

(fae)
~2u

ngt |1+ 3{7;]

A(ns1) = Ay + /2/3 AY(n+1)

AV(n+ 1) =

4. Céalculo de valores reales

Siry) = 0 entonces

T(n) =71
Fin si

_ U
CE+(K+H)

At
+ = (ra) + 8y VE)
Tm+1) =
1+2

To

T H|1-
Aint1) = G(r(n+1)) =1- r(n:)-1) e ( r(n+1))
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Insn) = (1 = dinan)) (K (e )1 + Sy = 2UAY (ne1)Tni1))

2
By =Bwm + j;H(a(n+1) — Ay M)

epn+1) = €pn) T AV(m+ )M (m+1)

trial
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Capitulo 5

Resultados

A continuacién se muestran los resultados obtenidos de la implementacion
de los algoritmos del capitulo anterior, los cuales representan el comportamiento
de distintos materiales. Los modelos de plasticidad representan materiales
metalicos, como el acero, mientras que los modelos de visco-plasticos y de dafio
se asemejan al comportamiento de materiales friccionantes, tales como el

hormigon.

NOTA.- En el formato digital se agrega archivos en Excel con macros, donde se
puede revisar las férmulas y la programacién. De la misma manera, en estos
archivos se puede encontrar las tablas completas con los datos utilizados para la

obtencién de los distintos graficos expuestos a continuacion
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5.1 Modelos en estado uni-axial

Algoritmo 1.- Plasticidad; con endurecimiento cinematico e
isotropico

Si al coeficiente de endurecimiento cinematico se le da un valor de 0, el
modelo toma el nombre de plasticidad con endurecimiento isotropico. De esta
manera al implementar el algoritmo 1 se puede notar que el material tiene un
rango elastico al empezar a aumentar las deformaciones hasta llegar al esfuerzo
limite inicial (o), también llamado superficie de fluencia. A partir de este punto el
material puede tomar tres distintos comportamientos como se puede notar en el

gréfico 1:

e K < 0.- En este caso el material continua deformandose, pero empieza a

perder resistencia, a lo que se le denomina ablandamiento.

e K = 0.- El material continua la deformacion sin variar el esfuerzo, es decir,
aunque el elemento continle con la misma carga, este seguira

deformandose. A este comportamiento se lo denomina plasticidad perfecta.

e K > 0.- Sobrepasado el limite de fluencia inicial el material continda
deformandose, pero esta va ganando resistencia, 0 endurandose, y se

denomina endurecimiento.
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Datos del grafico 1
Oy E H K
4 10 0 1101

N
(=}

o
[=}

>
o

k<0

w
[=

k=0

Esfuerzo (o)

N
o

k>0

=
o

o
=

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

Deformacion (g)

Gréficol.- Tipos de endurecimiento isotropico en modelo de plasticidad

En el gréfico 2 se puede observar el crecimiento del limite de fluencia o
superficie de falla. Inicialmente el material se encuentra descargado (e=0.0y o =
0.0), a dicho material se le impone incrementos de la deformacién de 0.1. El
material tiene una respuesta elastica ante las deformaciones hasta llegar al limite
plastico inicial (ay), se continia dando deformaciones y empieza a aparecer
deformaciones plasticas y endurecimiento, hasta llegar a un esfuerzo de (ay =
4.545) gue es donde se empieza a descargar. Se puede observar que la curva de
descarga tiene la misma pendiente que la curva de carga, es decir, el material
presenta una recuperacion elastica. Al descargar completamente (o = 0.0), este

material queda con una deformacion plastica, como consecuencia de la fluencia.
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Datos del grafico 2

Oy E H K
4 10 0
8,0

(0)

-1,5

Esfuerzo
)
o

Grafico 2.- Modelo de plasticidad con endurecimiento isotropico sometido a varios procesos de carga

Una vez sobrepasado el estado de esfuerzo cero, empieza otro ciclo de
carga pero en direccidon contraria, en otras palabras, si se estaba dando traccién

al elemento, ahora se estara comprimiendo. Posteriormente se repite el proceso

de forma ciclica.

0
Deformaciodn (g)

-6,0

descarga

Datos del grafico 3

Oy

E

H

K

10

1
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8,000

Esfuerzo (o)

-8,000
Deformacidn (g)

Graéfico 3.- Modelo de plasticidad con endurecimiento cinematico sometido a varios procesos de carga
descarga

En el grafico 3 se puede observar el efecto Beauschinger. Debido a que el
coeficiente K tiene un valor de O, el material no sufre endurecimiento, por lo
tanto, la superficie de fluencia permanece del mismo tamano. Al realizar el primer
proceso de carga, aparentemente al sobrepasar el limite elastico inicial, el
material empieza a endurarse, sin embargo, se puede observar que tras 2
procesos de carga-descarga adicionales al material se le impone tener una misma
deformacion que en el primer proceso de carga, y es evidente que el esfuerzo es
el mismo; esto da a entender que la superficie no crece (como en el modelo de

plasticidad con endurecimiento isotropico), la superficie Unicamente se desplaza.

Datos del grafico4y 5
Oy E H K
6 10 1
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8,0
7,0
6,0
5,0

4,0
Esfuerzo del material

Esfuerzo (o)

3,0 g (esfuerzo residual)
2,0
1,0

0,0
0,0 0,5 1,0 1,5

Deformacidn (g)

Graéfico 4.-Crecimiento del esfuerzo residual de un modelo de plasticidad con endurecimiento cinematico e
isotropico (uni-axial)

En el grafico 4 se observa el crecimiento del esfuerzo residual, lo cual
también se entiende como el desplazamiento del centro de la superficie de
fluencia. Al inicio del proceso de carga el material se encuentra sin ninguna
deformacion o esfuerzo inicial, y se le impone incrementos en la deformacion de
0.1. Es evidente que en el rango elastico el esfuerzo residual es 0, pero una vez
superado el limite de fluencia inicial (ay), el valor de g empieza a incrementarse

en el mismo sentido que el esfuerzo al que esta sometido el material.
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10,0
8,0
6,0
4,0
2,0
0,0

-1,0 70,5 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
-2,0

=
6]

Esfuerzo (o)

-4,0
-6,0
-8,0

-10,0

Deformacién (g)

Graéfico 5.- Modelo de plasticidad con endurecimiento cinematico e isotropico sometido a varios procesos de
carga descarga

En el gréfico 5 se observa un material virgen sometido a varios procesos
de carga y descarga. A dicho material se imponen incrementos de la deformacién
de 0.1. Se puede observar que al inicio del proceso de carga el material tiene un
comportamiento elastico, una vez que el material llega al limite elastico (o, ) este
empieza a endurarse y la superficie de fluencia se desplaza en la direccion del
esfuerzo (o). Una vez finalizado el proceso de carga se empieza a descargar, y la
curva que se observa tiene la misma pendiente que en el proceso de carga, es
decir, el material tiene un proceso de descarga elastica. Cuando el material se
descarga completamente (o = 0.0) empieza un nuevo proceso de carga en
direccién contraria, en este caso se puede observar que el material no llega al
mismo esfuerzo maximo alcanzado en el proceso de carga anterior con un
comportamiento elastico, lo que si sucedia en el modelo de plasticidad con
endurecimiento isétropo, esto se debe al desplazamiento de la superficie de

fluencia. Posteriormente se observa varios procesos mas de carga y descarga.
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Algoritmo 2.- Visco-plasticidad; con endurecimiento cinematico e

isotrépico

En los modelos de visco-plasticidad la velocidad de carga tiene un papel

determinante, ya que la resistencia del material depende en gran medida de este

parametro.

NOTA: Para todos los casos el coeficiente de viscosidad es igual a 1.

Datos del grafico 6

Oy E H K
4 10 0
Tiempo de
L 0.8333
relajacion (r)

Tabla de de datos para un modelo de plasticidad

Ae o (inf) | a(inf) | Ae (plastico) | € (eldstico) | € (plastico) | € (total)
0 0 0 0 0
0.1 1 0 0 0.1 0.1
0.1 2 0 0 0.2 0.2
0.1 3 0 0 0.3 0.3
0.1 4 0 0 0.4 0.4
0.1 |4.1667 | 0.0833 0.0833 0.4167 0.0833 0.5
Tabla de esfuerzos del material dependientes del tiempo
At At/r o o Ae (plastico) | € (elastico) | € (plastico) t
5 0 0 0.5 0 0
0.25 0.3 4.8077 0.0192 0.0192 0.4808 0.0192 0.25
0.5 0.6 4.5673 0.0433 0.0433 0.4567 0.0433 0.75
1.2 4.3488 0.0651 0.0651 0.4349 0.0651 1.75
2.4 4.2202 0.0780 0.0780 0.4220 0.0780 3.75
10 12 4.1708 0.0829 0.0829 0.4171 0.0829 13.75
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Esfuerzo (o)
>
[e)]

8
Tiempo (t)

10

12

14

16

Esfuerzo en
material visco-
plastico

Esfuerzo en
material plastico

Gréfico 6.- Variacion del esfuerzo en modelo de visco-plasticidad con respecto al tiempo

En el gréfico 6 se puede observar como el esfuerzo en el material va

disminuyendo a la par con el paso del tiempo. En el instante del tiempo 0, el

material resiste un esfuerzo similar a un modelo elastico, el cual va disminuyendo,

acercandose cada vez mas al esfuerzo de un modelo de plasticidad.

Datos del grafico 7y 8

Oy

E

H

K

4

10

0
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25,000
20,000 —@— Modelo de visco-
plasticidad (At bajo)
1:5:000 Modelo de visco-
o plasticidad (At
N o
P medio)
l‘% 000 Modelo de visco-
' plasticidad (At alto)
5,000 +Mod§|9 de
plasticidad
—@— Elasticidad perfecta
0,000
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

Deformacién (g)

Graéfico 7.- Modelo de visco-plasticidad con endurecimiento cinematico e isotrépico con diferentes
velocidades de carga

En el grafico 7 se puede observar el modelo de visco-plasticidad con
diferentes velocidades de carga. En un-inicio, €l material tiene un comportamiento
elastico hasta llegar al limite de fluencia inicial (o,), una vez cruzado el limite

empieza a ver variacion en los esfuerzos que soporta el material dependiendo de
la velocidad de carga. Como referencia tomamos en consideracion un modelo
perfectamente elastico y un modelo de plasticidad, si al modelo de visco-
plasticidad le damos una velocidad de carga muy rapida (At bajo) la curva se
aproxima a la del modelo elastico, por otro lado, si le damos una velocidad de
carga muy baja (At alto) la curva se acerca al modelo de plasticidad, pero si le
damos una velocidad de carga media (At medio) la curva se ubica entre el modelo

elastico y el modelo de plasticidad.
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~N

[e)]

(6]

I

Modelo de
plasticidad

w

Modelo de visco-
palsticidad

Esfuerzo (o)

0,0 0,5 1,0 15 2,0

Deformacidn (g)

Graéfico 8.- Comparacion entre modelo de plasticidad y modelo de visco-plasticidad

En el grafico 8 se muestra la diferencia entre el modelo de plasticidad y el
de visco plasticidad. En ambos casos los datos del material son los mismos; en el
caso del modelo de visco-plasticidad se la da una velocidad de carga de 0.1, una
vez sobrepasado el limite elastico inicial (o,), el modelo de visco-plasticidad
empieza a mostrar esfuerzos superiores al modelo de visco-plasticidad,
finalmente llega un punto en el que la diferencia de esfuerzos entre el modelo de

plasticidad y visco-plasticidad se vuelve constante.

Datos del grafico 9
Oy E H K
4 10 1

José Gallardo

106



o

Universidad de Cuenca — Facultad de Ingenieria

Modelo de visco-palsticidad
7,0
6,0
5,0
4,0

3,0

Esfuerzo (o)

2,0
1,0

0,0
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6

Deformacidn (g)

Gréfico 9.- Modelo de visco-plasticidad sometido a varios procesos de carga-descargo

En el grafico 9 se observa el modelo de visco-plasticidad al cual se le ha
impuesto dos procesos de carga-descarga con una velocidad de carga de 0.1.
Tras el primer proceso de carga el material ha sufrido deformacion plastica, al
descargar la curva tiene la misma pendiente que el proceso elastico inicial, por lo
que es un proceso de descarga elastica. En el segundo proceso de carga, el
rango elastico no llega hasta el esfuerzo que obtuvo el material en el proceso de
carga anterior, sino que el esfuerzo es menor, esto se debe a que un porcentaje

del esfuerzo estaba siendo resistido por la viscosidad del material.

Algoritmo 3.- Plasticidad y daio asociados

Dafio elastico es cuando el material sufre degradacién de su rigidez pero
no existe la presencia de deformaciones plasticas.

Datos del grafico 10
Oy E H K
4 10 0
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Esfuerzo (o)
o e N w »
o w = (03] N (9] w (9] S (9] [0,

0,4

0,6

deformacion (g)

0,8

Gréfico 10.- Modelo de plasticidad con dafio elastico

En el gréfico 10 se puede observar un modelo de plasticidad con endurecimiento
isotrépico y dafio elastico, en este caso el material no presenta deformaciones
permanentes. Cuando el material ha sobrepasado el limite elastico inicial, el
material empieza a endurarse, y al mismo tiempo se genera degradacion en el
modulo elastico. En el proceso de descarga posterior al endurecimiento del
material se puede observar claramente que la pendiente del rango elastico ha
cambiado, y que cuando la deformacién regresa a ser nula los esfuerzos

desaparecen. Lo mismo ocurre para el modelo de visco-plasticidad con dafo

elastico.

Datos del grafico 11

Oy

E

H

K

4

10

0
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5,0
4,5
4,0
3,5
3,0

2,5
—@—Sin dafio

Esfuerzo (o)

2,0
—@®— Con dafio
1,5
1,0
0,5

0,0
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

Deformacion (g)

Gréfico 11.- Comparacién entre modelo de plasticidad con endurecimiento isotropico con dafio y sin dafio

Datos del grafico 12
Oy E H K
6 10 1 1

8,0

7,0

6,0
. —@— Modelo de plasticidad
© 50 sin dafio
o
& a0 —@— Modelo de plasticidad
qq:;s’ con dafio
0 3,0 .

g (esfuerzo residual)

2,0

1,0

0,0

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6

Deformacién (g)

Graéfico 12.- Comparacién entre modelo de plasticidad con endurecimiento cinematico e isotrépico con dafio y
sin dafio

En los gréficos 11 y 12 se puede observar la diferencia entre modelos de

plasticidad con y sin dafio, el primero se trata del modelos de plasticidad con
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endurecimiento isotropico y el segundo es el modelo de plasticidad con
endurecimiento cineméatico e isotrépico. Es evidente que el material tiene un
rango inicial elastico, el cual es similar para los modelos con dafio y sin dafio, esta
igualdad se pierde al llegar al limite elastico (ay), ya que al pasar este punto los
modelos sin dafio se empiezan a endurecer, mientras que los modelos de dafio
ademas de empezarse a endurecer se empiezan a degradar, perdiendo
resistencia. De esta manera el material ird perdiendo rigidez hasta llegar al punto

de falla, es decir, hasta que el material ya no pueda resistir carga.

Datos del gréafico 13
Oy E H K
4 10 1

4,5
4,0
3,5
3,0
2,5

2,0

Esfuerzo (o)

1,5
1,0
0,5

0,0
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

Deformacidn (g)

Gréfico 13.- Degradacion de la rigidez en un modelo de plasticidad con endurecimiento cinematico, isotrépico
y dafio

En el grafico 13 se observa el modelo de plasticidad con endurecimiento
cinematico, isotrépico y dafio, sometido a varios procesos de carga-descarga. Se
puede notar que en el primer proceso de carga se dan deformaciones plasticas, lo

gue genera degradacion en el material, en el proceso de descarga siguiente es
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evidente que la pendiente disminuye, es decir, la rigidez (mdédulo elastico) se ha
degradado, lo mismo sucede en los subsecuentes procesos de carga-descarga.
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Algoritmo 4.- Visco-plasticidad y dafio asociados

En los materiales friccionantes, una caracteristica importante es la
existencia de diferente resistencia a compresion y a traccion. En todos los
modelos presentados se ha utilizado el criterio de von Mises para representar la
superficie de fluencia, sin embargo, éste considera igual resistencia a compresion
y a traccion. El criterio de Drucker Praga se puede considerar una variacion del
criterio de von Mises, y es facil de implementar a los algoritmos presentados, ya
que Unicamente afiade un desplazamiento de la superficie de fluencia hacia la
resistencia a compresion, lo que resulta en que el material tenga mayor

resistencia a compresion que ha traccion.

Datos del gréafico 14
Oy E H K
4 20 0 -1

Esfuerzo (o)

-0,6 -4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8
-2
Defromacidn (g)

Gréfico 14.- Modelo de visco-plasticidad con dafio en material con distinta resistencia a compresion y a
traccion

En el grafico 14 se puede observar la incorporacion del criterio de Drucker-
Praga al criterio de dafio, de esta manera se puede apreciar la diferencia entre el

limite elastico a compresion y a traccion (ver Fig. 26; pag. 58), de la misma forma
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se observa la degradacién de la rigidez y que al retirar la carga, el esfuerzo

regresa a ser nulo

Datos del gréafico 15
Oy E H K

4 10 1

6,0

5,0

4,0

Esuerzo (o)
w
o

2,0
1,0

0,0
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

Deformacion (g)

Gréfico 15.- Modelo de visco-plasticidad sometido a varios procesos de carga-descargo

En el gréfico 15 se puede observar el modelo de visco-plasticidad con
dafio. Es notable la degradacion de la rigidez o cambio de pendiente del rango

elastico después de que el material ha sufrido deformaciones plasticas, y con esto

degradacion.
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5.2 Modelos en estado tri-axial

Algoritmo 5.- Plasticidad en estado tri-axial

Para los metales, el valor usual del coeficiente de Poisson es de 0.3, pero
cuando el material entra en proceso de plasticidad, el valor cambia a 0.5. Esto es,

porque se considera que en estado plastico el material se deforma conservando

el volumen.

Poder mostrar graficamente los resultados de la implementacién de los
algoritmos para estado tri-axial, primero se considera un material al cual se le

impone deformaciones en una direccién y no se le impone restricciones en la otra

direccion.

Fig. 24.- Elemento sometido a esfuerzo en una direccién y libre en las otras dos direcciones

Datos del grafico 16 y 17

Oy E

\

K

6 15

0.3

1
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oX

oy

Esfuerzo (o)
w

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Deformacidn (g)

Gréfico 16.- Modelo de plasticidad tri-axial sin restricciones laterales

En el grafico 16 se observa el resultado de un material al cual se le ha
impuesto incrementos de deformacion de 0.1 en el eje x, mientras que en los ejes
Yy Y Z no existen restricciones. Los esfuerzos en el eje x van aumentando de
manera similar al modelo uni-axial, es decir, al inicio existe un rango elastico,
hasta llegar a la superficie de fluencia, una vez sobrepasado este limite el
material empieza a sufrir deformaciones plasticas y a endurecerse. Por otro lado,
en los ejesy y z a pesar de que existen deformaciones, no existen esfuerzos (en
el grafico se ven esfuerzos en los ejes y y z debido a errores numéricos en el

algoritmo).

Posteriormente, al material se le da incrementos en la deformaciéon en un

eje, mientras que en los otros dos ejes se le restringe el movimiento.
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TV

Fig. 25.- Elemento sometido a esfuerzo en una direccién con deformaciones restringidas en los otros dos ejes

12

10

OX

Esfuerzo (o)
[e)]

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Deformacién (g)

Gréfico 17.- Modelo de plasticidad tri-axial sin deformaciones transversales

En la figura 17, al material se le ha impuesto incrementos en la
deformacion de 0.1 en el eje x, mientras que se ha restringido las deformaciones
en los otros dos ejes. Se puede observar que en el eje donde se le ha impuesto
incrementos los esfuerzos varian de igual forma que en el caso anterior, sin
embargo, en los otros dos ejes los esfuerzos ya no son 0, sino que aumentan
linealmente hasta llegar al limite de fluencia, pasado este punto, el material se

empieza a deformar plasticamente en todos los ejes.
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Algoritmo 6.- Plasticidad y dafio asociado

Datos del gréafico 18

Oy

E

\

K

15

0.1

1

16

14

Esfuerzo (o)
0]

0,5

1

Deformacidn (g)

1,5

ox sin dafio
ox con dafo
oy sin dafio

oy con dafio

Gréfico 18.- Comparacién entre el modelo de plasticidad sin dafio y con dafio.

En el grafico 18 se observa la diferencia entre el modelo de plasticidad sin
dafio y con dafio al someter al material a incrementos de deformacion de 0.1 en
un eje y restringir las deformaciones en los otros ejes. El material se comporta de
la misma manera hasta llegar a la superficie de fluencia (rango elastico) pero una

vez que se pasa este limite el material empieza a sufrir degradacién y los

esfuerzos empiezan a ser menores que en el modelo de plasticidad.

Datos del grafico 19

Oy

E

\

K

20

0.3

1
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Esfuerzo (o)
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o
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0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Deformacion (g)

Gréfico 19.- Modelo de plasticidad con dafio.

En el grafico 19 se observa el modelo de plasticidad tri-axial sometido a
varios ciclos de carga-descarga. Se puede observar que con el avance de la
deformacion plastica y con esta de la degradacion del material en los ciclos de

carga 2 y 3 la pendiente del rango elastico disminuye debido al dafio del material.
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Algoritmo 7.- Visco-plasticidad en estado tri-axial

Para poder entender mejor el comportamiento tri-axial del modelo de visco-

plasticidad, se realiza las mismas consideraciones que para el modelo de

plasticidad.
Datos del grafico 20 y 21
Oy E v K H
6 15 0.1 1

Coef. De viscosidad 1
8
7
6
5
2
- 2
1
0

0 0,2 0,4 0,6 0,8

Graéfico 20.- Modelo de visco-plasticidad tri-axial sin restricciones laterales

El grafico 20 muestra las relaciones de esfuerzo-deformacion de un
material sometido a incrementos de deformacion de 0.1 en la direccion del eje x
sin que haya ninguna restriccion en las deformaciones de los otros ejes. Se
puede apreciar que en el eje x el comportamiento del material es similar al modelo
uni-axial, tiene un rango elastico hasta llegar a la superficie de fluencia, una vez
gue se sobrepasa este limite aparecen deformaciones plasticas. En los ejesy y z

no se producen esfuerzos debido a que el material no tiene restricciones en estas

direcciones.

Defromacidn (g)
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12

10

OX

Esfuerzo (o)

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Defromacion (g)

Gréfico 21.- Modelo de visco-plasticidad tri-axial sin deformaciones transversales

El grafico 21 muestra un material sometido a incrementos de deformacién
de 0.1 en la direccion del eje x, y en las direcciones de los ejes y y z no se
admiten deformaciones. En la direccion del eje x el material tiene un rango
elastico hasta llegar al limite de fluencia, posteriormente el material empieza a
presentar deformaciones plasticos, por otro lado, en los ejes y y z existe un
pequefio esfuerzo elastico inicial, producido por la restriccion de deformacién, una
vez que el material sobrepasa la superficie de fluencia también en estas direccion

empieza a aparecer deformaciones plasticas.
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Algoritmo 8.- Visco-plasticidad y dafio en estado tri-axial

Datos del grafico 22 y 23

Oy

E

\

K

15

0.1

1

Coef. De viscosidad

16

14

12

10

Esfuerzo (o)
(0]

0,5

1

Deformacion (g)

ox con dafio
ox sin dafio
oy con dafio

oy sin dafio

Gréfico 22.- Comparacion entre el modelo de visco-plasticidad sin dafio y con dafio.

En el grafico 22 se puede observar una comparacion entre el modelo de
visco-plasticidad con dafio y visco-plasticidad sin dafio. Se observa que en el
rango elastico el comportamiento es el mismo, pero una vez que el material llega
a la superficie de fluencia las curvas empiezan a diferenciarse. Para el caso del
modelo con dafo, en todas las direcciones se observa un esfuerzo menor al

esfuerzo del modelo sin dafio, debido a la degradacidn progresiva del material, la

cual va acompafada de deformaciones plasticas.
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Titulo del eje
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Titulo del eje

Gréfico 23.- Modelo de Visco-plasticidad con dafio.

Mientras el modelo va evolucionando, también lo hace la degradacién, en
el grafico 23 se observa un ciclo de carga-descarga del modelo visco-plastico con
dafio, se puede observar la curva la parte elastica inicia, y posteriormente la parte
plastica. Se observa que la descarga es lineal, pero con una pendiente diferente a
la de la carga inicial, esto se debe a la perdida de rigidez que acomparfia al

aumento de la degradacion del material.
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Conclusiones

El objetivo general de este trabajo es recopilar informacion acerca de los
modelos numéricos de caracterizacion de materiales a fin de representar el
comportamiento de materiales duactiles como los metales y materiales

friccionantes como el hormigon.

Se encuentra que este tema de la caracterizacion de materiales por su
complejidad ha sido estudiado por mas de 200 afios, en la que se ha ido

mejorando cada vez mas su conceptualizacion y formulacion.

Este tema se recoge en el &mbito de la mecanica de medios continuos,
gue da un tratamiento matematico riguroso a las leyes fisicas involucradas en el
tema, como lo son: la conservacion de la energia, conservacion de la masa, el

momentum, las leyes de la termodinamica, etc.

Sin entrar en el alto nivel de complejidad del tema se ha extraido de libros

y articulos la parte esencial para caracterizar el comportamiento fenomenolégico
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de materiales y se ha procedido a su implementacion a través de algoritmos
matematicos y programacion en ordenador. Verificandose a través de los

resultados el correcto funcionamiento de los modelos implementados.

El comportamiento elastico queda definido en estado uni-axial por la ley de
Hooke, y en estado tri-axial por la ley generalizada de Hooke, en donde
Gnicamente se requieren 2 constantes elasticas: el modulo de rigidez longitudinal

E vy el coeficiente de Poisson v.

El comportamiento de los materiales ductiles, por ejemplo los materiales
metalicos, se caracterizan por modelos de plasticidad o de plasticidad y dafio
asociados. El criterio de von Mises para la superficie de fluencia es adecuado
para estos modelos, ya que considera una misma resistencia a traccion y a
compresion del material. Ademas de las 2 constantes elasticas es necesario de
ciertas constantes del material (propiedades del material), las cuales son:
coeficiente de endurecimiento cinematico, coeficiente de endurecimiento
isotropico. Adicionalmente a estos parametros es necesario establecer las reglas
de evolucion de las diferentes variables internas asociadas a las constantes del
material; en el caso de los modelos de dafio también hay que regular la regla de

evolucion de la variable de dafo.

El comportamiento de los materiales friccionales, por ejemplo el hormigén,
el cual generalmente se caracteriza con el modelo de dafio elastico por su
simplicidad, queda mejor definido por los modelos de visco-plasticidad, visco
plasticidad y dafio asociados, debido al importante papel que juega la velocidad
de carga en la resistencia del material, esto se comprueba fenomenolégicamente
en pruebas en laboratorio sobre probetas de hormigdén donde se puede observar
gue a una mayor velocidad de carga, el material presenta mayores resistencias.
Una caracteristica tipica de los materiales friccionantes es la distinta resistencia a
compresion y a traccion, por lo que no es posible utilizar el mismo criterio de
superficie de fluencia que para materiales ductiles, en este caso el criterio
Drucker-Praga representa satisfactoriamente esta caracteristica, siendo al mismo

tiempo de facil implementacion.
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Es preciso destacar que las teorias de plasticidad y dafio asociados, y la
de visco-plasticidad y dafio asociados ya han sido tratadas por diferentes autores,
sin embargo en el presente trabajo se ha introducido la teoria clasica de dafio a
las teorias de plasticidad y visco-plasticidad obteniendo resultados favorables, por

lo que se ha realizado una contribucion a las teorias ya existentes.
Finalmente, es preciso mencionar posibles ampliaciones del presente trabajo:

e Realizar la implementacion computacional mediante el método de
elementos finitos.

e Implementar efectos de fractura.

e Determinar datos de materiales reales, realizar simulaciones numéricas y

comparar con resultados experimentales.
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Anexos

A continuacion se muestra las tablas de tres de los graficos presentados en

el capitulo de resultados. Debido al gran tamafo y cantidad de tablas no se

presenta las tablas de todos los graficos. En el disco adjunto se puede encontrar

las tablas completas en los archivos de Excel con macros de
obtenido los datos para todos los graficos, también se puede

formulas utilizadas.

donde se han
comprobar las

Tabla del grafico 1
K=-1

Ae £ (total) Ae (plastico) € (elastico) € (plastico) a o

0 0.000 0.000 0.000 | 0.000 | 0.000

0.1 0.1 0.000 0.100 0.000 | 0.000 | 1.000

0.1 0.2 0.000 0.200 0.000 | 0.000 | 2.000

0.1 0.3 0.000 0.300 0.000 | 0.000 | 3.000

0.1 0.4 0.000 0.400 0.000 | 0.000 | 4.000

0.1 0.5 0.111 0.389 0.111 | 0.111 | 3.889

0.1 0.6 0.111 0.378 0.222 | 0.222 | 3.778

0.1 0.7 0.111 0.367 0.333 | 0.333 | 3.667

0.1 0.8 0.111 0.356 0.444 | 0.444 | 3.556

0.1 0.9 0.111 0.344 0.556 | 0.556 | 3.444

0.1 1 0.111 0.333 0.667 | 0.667 | 3.333

Continuacion de Tabla del grafico 1
K=0 K=1
Ag € € a o] Ae € € a o]
(plastico) | (elastico) | (plastico) (plastico) | (elastico) | (plastico)

0.000 0.000 0.000 | 0.000 | 0.000 0.000 0.000 0.000 | 0.000 | 0.000
0.000 0.100 0.000 | 0.000 | 1.000 0.000 0.100 0.000 | 0.000 | 1.000
0.000 0.200 0.000 | 0.000 | 2.000 0.000 0.200 0.000 | 0.000 | 2.000
0.000 0.300 0.000 | 0.000 | 3.000 0.000 0.300 0.000 | 0.000 | 3.000
0.000 0.400 0.000 | 0.000 | 4.000 0.000 0.400 0.000 | 0.000 | 4.000
0.100 0.400 0.100 | 0.100 | 4.000 0.091 0.409 0.091 | 0.091 | 4.091
0.100 0.400 0.200 | 0.200 | 4.000 0.091 0.418 0.182 | 0.182 | 4.182
0.100 0.400 0.300 | 0.300 | 4.000 0.091 0.427 0.273 | 0.273 | 4.273
0.100 0.400 0.400 | 0.400 | 4.000 0.091 0.436 0.364 | 0.364 | 4.364
0.100 0.400 0.500 | 0.500 | 4.000 0.091 0.445 0.455 | 0.455 | 4.455
0.100 0.400 0.600 | 0.600 | 4.000 0.091 0.455 0.545 | 0.545 | 4.545
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Tabla del grafico 2

Ae o a Ae (plastico) | € (elastico) | € (plastico) | € (total)
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0

0.1 1.000 0.000 0.000 0.100 0.000 0.1
0.1 2.000 0.000 0.000 0.200 0.000 0.2
0.1 3.000 0.000 0.000 0.300 0.000 0.3
0.1 4.000 0.000 0.000 0.400 0.000 0.4
0.1 4.091 0.091 0.091 0.409 0.091 0.5
0.1 4.182 0.182 0.091 0.418 0.182 0.6
0.1 4.273 0.273 0.091 0.427 0.273 0.7
0.1 4.364 0.364 0.091 0.436 0.364 0.8
0.1 4.455 0.455 0.091 0.445 0.455 0.9
0.1 4.545 0.545 0.091 0.455 0.545 1
-0.1 3.545 0.545 0.000 0.355 0.545 0.9
-0.1 2.545 0.545 0.000 0.255 0.545 0.8
-0.1 1.545 0.545 0.000 0.155 0.545 0.7
-0.1 0.545 0.545 0.000 0.055 0.545 0.6
-0.1 -0.455 0.545 0.000 -0.045 0.545 0.5
-0.1 -1.455 0.545 0.000 -0.145 0.545 0.4
-0.1 -2.455 0.545 0.000 -0.245 0.545 0.3
-0.1 -3.455 0.545 0.000 -0.345 0.545 0.2
-0.1 -4.455 0.545 0.000 £0.445 0.545 0.1
-0.1 -4.628 0.628 -0.083 -0.463 0.463 0
-0.1 -4.719 0.719 -0.091 -0.472 0.372 -0.1
-0.1 -4.810 0.810 -0.091 -0.481 0.281 -0.2
-0.1 -4.901 0.901 -0.091 -0.490 0.190 -0.3
-0.1 -4.992 0.992 -0.091 -0.499 0.099 -0.4
-0.1 -5.083 1.083 -0.091 -0.508 0.008 -0.5
-0.1 -5.174 1.174 -0.091 -0.517 -0.083 -0.6
-0.1 -5.264 1.264 -0.091 -0.526 -0.174 -0.7
-0.1 -5.355 1.355 -0.091 -0.536 -0.264 -0.8
-0.1 -5.446 1.446 -0.091 -0.545 -0.355 -0.9
-0.1 -5.537 1.537 -0.091 -0.554 -0.446 -1
-0.1 -5.628 1.628 -0.091 -0.563 -0.537 -1.1
-0.1 -5.719 1.719 -0.091 -0.572 -0.628 -1.2
-0.1 -5.810 1.810 -0.091 -0.581 -0.719 -1.3
-0.1 -5.901 1.901 -0.091 -0.590 -0.810 -1.4
-0.1 -5.992 1.992 -0.091 -0.599 -0.901 -1.5
0.1 -4.992 1.992 0.000 -0.499 -0.901 -1.4
0.1 -3.992 1.992 0.000 -0.399 -0.901 -1.3
0.1 -2.992 1.992 0.000 -0.299 -0.901 -1.2
0.1 -1.992 1.992 0.000 -0.199 -0.901 -1.1
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0.1 -0.992 1.992 0.000 -0.099 -0.901 -1
0.1 0.008 1.992 0.000 0.001 -0.901 -0.9
0.1 1.008 1.992 0.000 0.101 -0.901 -0.8
0.1 2.008 1.992 0.000 0.201 -0.901 -0.7
0.1 3.008 1.992 0.000 0.301 -0.901 -0.6
0.1 4.008 1.992 0.000 0.401 -0.901 -0.5
0.1 5.008 1.992 0.000 0.501 -0.901 -0.4
0.1 5.993 1.993 0.002 0.599 -0.899 -0.3
0.1 6.084 2.084 0.091 0.608 -0.808 -0.2
0.1 6.175 2.175 0.091 0.618 -0.718 -0.1
0.1 6.266 2.266 0.091 0.627 -0.627 0
0.1 6.357 2.357 0.091 0.636 -0.536 0.1
0.1 6.448 2.448 0.091 0.645 -0.445 0.2
0.1 6.539 2.539 0.091 0.654 -0.354 0.3
0.1 6.630 2.630 0.091 0.663 -0.263 0.4
0.1 6.721 2.721 0.091 0.672 -0.172 0.5
0.1 6.811 2.811 0.091 0.681 -0.081 0.6
0.1 6.902 2.902 0.091 0.690 0.010 0.7
0.1 6.993 2.993 0.091 0.699 0.101 0.8
0.1 7.084 3.084 0.091 0.708 0.192 0.9
0.1 7.175 3.175 0.091 0.718 0.282 1
0.1 7.266 3.266 0.091 0.727 0.373 1.1
Tabla del grafico 4

Ae € (total) | Ae (plastico) | € (eldstico) | € (plastico) a q o
0 0.000 0.000 0.000 0.000 | 0.000 | 0.000
0.1 0.1 0.000 0.100 0.000 0.000 | 0.000 | 1.000
0.1 0.2 0.000 0.200 0.000 0.000 | 0.000 | 2.000
0.1 0.3 0.000 0.300 0.000 0.000 | 0.000 | 3.000
0.1 0.4 0.000 0.400 0.000 0.000 | 0.000 | 4.000
0.1 0.5 0.000 0.500 0.000 0.000 | 0.000 | 5.000
0.1 0.6 0.000 0.600 0.000 0.000 | 0.000 | 6.000
0.1 0.7 0.083 0.617 0.083 0.083 | 0.083 | 6.167
0.1 0.8 0.083 0.633 0.167 0.167 | 0.167 | 6.333
0.1 0.9 0.083 0.650 0.250 0.250 | 0.250 | 6.500
0.1 1 0.083 0.667 0.333 0.333 | 0.333 | 6.667
0.1 1.1 0.083 0.683 0.417 0.417 | 0.417 | 6.833
0.1 1.2 0.083 0.700 0.500 0.500 | 0.500 | 7.000
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