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R E S U M E N 

 

 

El presente proyecto de graduación es de tipo informático y didáctico y contiene 

animaciones realizadas en el programa Modellus en el que se aborda tema por tema 

la unidad didáctica Nivelación Matemática perteneciente a la Óptica. 

 

Estas animaciones son de tres categorías, Conceptuales, Ejercitativas y Lúdicas. 

Las animaciones Conceptuales presentan al usuario toda la parte teórico-conceptual 

correspondiente al tema de una manera clara, precisa, amena y directa. Las anima-

ciones Ejercitativas le permiten al usuario la interacción entre el computador y él, po-

niendo de manifiesto de una forma recreada el conocimiento adquirido a través de 

las animaciones conceptuales. Y por último las animaciones Lúdicas o “juegos didác-

ticos”, que permiten demostrar habilidades de tipo mental y manual ya que las mis-

mas serán puramente interactivas.  

 

También, como parte complementaria, presento un resumen muy operativo acerca 

del programa informático Modellus para que los potenciales usuarios lo conozcan y 

aprendan de una manera sencilla. Por último presento cada uno de los contenidos 

con un breve resumen teórico, el listado de animaciones respectivas, una presenta-

ción de muestra. 
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INTRODUCCIÓN 

 

 

 

En la actualidad los grandes avances científicos, la tecnología informática y los nue-

vos modelos pedagógicos, permiten utilizar Técnicas de Información y Comunicación 

TIC’s como parte de los estándares de calidad en el proceso de enseñanza – apren-

dizaje. De este modo presentamos a “MODELLUS COMO PARTE DEL APRENDI-

ZAJE DE NIVELACIÓN MATEMÁTICA” mismo, que constituye un proyecto que vin-

cula hardware, software y elemento humano al alcance de gran parte de centros 

educativos, con la Matemática, además asegura el uso correcto y adecuado de he-

rramientas de docencia creando nuevos espacios para la creatividad, motricidad, y 

otras aptitudes actuales, forjando el verdadero aprendizaje significativo. 

 

En la vida estudiantil, he experimentado  y vivido las diferentes problemáticas  en el 

aprendizaje en las diferentes asignaturas que se imparten en las aulas, para eso, es-

te tipo de software aunque  sean simulaciones servirá de apoyo para el estudiante y 

al profesor para una mejor enseñanza - aprendizaje y a la vez una mejor compren-

sión de lo estudiado.    

  

Para ello, la creación de este tipo de software educativo proporciona un aprendizaje 

activo en las aulas, aplicando animaciones conceptuales, ejercitativas y lúdicas las 

mismas que son ricas en sus contenidos pedagógicos. 
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DESCRIPCIÓN DE CADA TEMA 

 

 

1.1.1 Expresiones complejas: El primer tema de esta unidad contiene las diferen-

tes formas de representar un número complejo, cada uno con sus características y 

modelos matemáticos correspondientes a este tema. 

 

1.1.2 Ecuaciones diferenciales de Cauchy y Euler: Contiene cada una de sus es-

tructuras matemáticas, como están formadas y como resolver cada una de las  

ecuaciones diferenciales, así también ejercicios modelos de cada uno de los subte-

mas. 

 

1.1.3 Las Funciones Gamma y Beta: Cada una de estas funciones contienen su 

respectiva  estructura matemática, además propiedades, relaciones y valores típicos 

que sirven para poder resolver con cada una de ellas. 

 

1.1.4 Ecuación Diferencial de Bessel: Se presenta la estructura matemática, sus 

respectivas soluciones de primer y segunda especie, la última conocida como fun-

ciones de Neumann, finalmente se presenta algunas de sus propiedades y solucio-

nes asintóticas.  

  

1.1.5 Series de Fourier: El presente tema trata sobre el “Teorema de Fourier” que 

es una técnica matemática diseñada por el físico francés Jean Baptiste Fourier, tam-

bién se indica sus modelos matemáticas y como realizar las graficas, además será 

una parte fundamental para temas posteriores. 

 

1.1.6 Funciones Pares o Impares: Contiene los conceptos, expresiones matemáti-

cas que hacen que la resolución sea de una forma sencilla y bastante práctica, este 

tema es relacionado al anterior, pero fácil  para la resolución de problemas.  

 

1.1.7 Transformadas y Transformadas Inversas de Fourier: En este tema se ana-

liza las transformadas de Fourier y su transformada inversa, además se estudia cla-

ramente dos casos muy particulares, la transformada de Fourier en Seno y Coseno 

con su correspondiente transformada inversa, sus conceptos y su correspondiente 

expresión matemática. 
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1.1.8 Convolución y Teorema de Convolución: Este tema presenta el concepto de 

Convolución y como se constituye el Teorema del mismo, también se indica sus res-

pectivas expresiones matemáticas. 

 

1.1.9 Transformada de Fourier y Convolución en dos Dimensiones: Dicho tema 

tiene relación con ciertos temas anteriores, pero ahora estudiaremos de una manera 

más avanzada en dos dimensiones que es más común, también contara con sus  es-

tructuras matemáticas.    

 

1.1.10 Integrales de Fresnel: Contiene los conceptos, expresiones matemáticas, de 

las funciones seno y coseno complejo, este tema nos ayudara a las resolución de in-

tegrales de tipo exponencial, que facilitara la resolución de temas posteriores de la 

óptica. 
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INTRODUCCIÓN A MODELLUS 

 

(Herramienta para la Modelización de Sistemas) 

 

 

1. Introducción 

 

Modellus es una herramienta orientada a la simulación y modelización de sistemas 

válida para el estudio de diversas materias dentro de los currícula de Educación Se-

cundaria, Bachillerato y Formación Profesional. Sus autores la han concebido como 

instrumento de apoyo en el aula y con ese objetivo es que se explica su funciona-

miento y uso para profesores y estudiantes. 

 

Modelo matemático 

 

Sabemos que los diversos fenómenos que se estudian en las materias del área de 

ciencias pueden explicarse y representarse mediante su modelo matemático. Este 

modelo recogerá el comportamiento del sistema tanto en su aspecto temporal (evo-

lución a lo largo del tiempo) como en su aspecto puramente matemático (cálculo de 

valores). Modellus está orientado a los modelos temporales de tal manera que con él 

se puede estudiar el comportamiento dinámico de los distintos sistemas. Este com-

portamiento se podrá estudiar mediante la simulación en distintos escenarios “casos” 

en cada uno de los cuales cada uno de los parámetros o constantes del modelo 

pueden ser modificados. Tal sería el caso del estudio de la caída de un cuerpo en 

distintos planetas del sistema solar con distintas fuerzas de gravedad, o el compor-

tamiento de un muelle con distintas constantes de elasticidad. 

La modelización de cualquier fenómeno o sistema se apoya en la observación de los 

fenómenos que lo caracterizan, razón por la cual, en la medida que podamos repro-

ducir esos fenómenos y experimentar con ellos, podremos comprender con más cla-

ridad el modelo. El estudio del modelo se realizará siempre en orden creciente de 

complejidad de tal forma que en una primera fase se tendrán en cuenta los aspectos 

más relevantes para posteriormente derivar hacia un modelo más perfecto a través 

de un método de “refinamiento”. Según lo define uno de sus autores (V. D. Teodoro), 

Modellus es, bajo el punto de vista computacional, un micromundo computacional 

para estudiantes y profesores a la vez, basado en un método de programación en el 

que el usuario escribe en la “Ventana de modelo”. 
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2. Estructura Básica de Modellus. 

 

Modellus presenta un entorno muy “amigable” basado en una serie de ventanas, ca-

da una de las cuales recoge o muestra una serie de informaciones muy concretas. 

En la figura vemos una imagen del entorno; las ecuaciones matemáticas se escriben 

de la misma manera que lo haría en el papel. 

 

 

 

 

               

Por ser una aplicación que trabaja en Windows, aprovecha todas las ventajas del en-

torno y esto facilita su manejo. La versión que explicamos en este trabajo es la 

V:2.01 de 2000. 

 

 

Las ventanas permiten la modificación de su tamaño y al activarlas pasan a primer 

plano colocando en segundo plano a las que estén dentro de su área; del mismo 

modo las ventanas se pueden mover dentro de la pantalla. 
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Menú de Modellus: 

 

 

 

El menú que presenta el entorno consta de cinco opciones principales: 

 

Fichero 

Editar 

Caso 

Ventana  

Ayuda 

 

Fichero: Con la opción Fichero podemos realizar las siguientes operaciones: 

Nuevo: Crear un nuevo modelo. 

Abrir: Leer un modelo del disco (ya creado). 

Guardar: Guardar modelo en un fichero con el mismo nombre que tenga. 

Guardar Como: Grabar un fichero con el nombre que le queramos dar. 

Contraseña: Poner una clave al modelo de tal manera que no se puedan modificar 

los datos de las ventanas de animación y modelo. 

Preferencias: Configurar ubicación de ficheros. 

Salir: Salir y abandonar el programa. 

Editar: Permite las operaciones de edición comunes a cualquier herramienta. 

Anular: Anula la última operación de edición realizada 

Cortar: Permite cortar el objeto seleccionado y lo coloca en el portapapeles. 

Copiar: Copia el objeto seleccionado al portapapeles. 

Copiar la Ventana: Copia todo el contenido de la ventana en la que estemos y lo 

deposita en el portapapeles. 
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Caso: Esta opción presenta dos posibilidades: 

Adicionar: Añade un caso en la ventana de condiciones. 

Remover el último: Quita el último de los casos añadidos, téngase en cuenta que al 

menos debe existir un caso en la ventana de condiciones. 

Ventanas: Esta opción presenta las siguientes acciones encaminadas a la creación 

de ventanas dentro del modelo. 

Nuevo Gráfico: Crea una nueva ventana de gráfico. 

Nueva Animación: Crea una nueva ventana de animación. 

Nueva Tabla: Crea una nueva ventana de tabla. 

Normal: Sitúa las ventanas en la pantalla en modo normal 

Cascada: Sitúa las ventanas en la pantalla en cascada. 

Organizar: Sitúa las ventanas en pantalla de forma organizada. 

     1 Control: Activamos la ventana de control. 

     2 Condiciones Iniciales: Activamos  la  ventana  de  condiciones iniciales. 

     3 Notas: Activamos la ventana de notas. 

     4 Modelo: Activamos la ventana de modelo. 

 

Las ventanas que se van creando aparecerán en esta opción del menú con números 

consecutivos a partir del 4, téngase en cuenta que las ventanas 1, 2, 3 y 4 no se 

pueden eliminar. 

 

Ayuda: Muestra las opciones siguientes: 

 

Ayuda: Nos despliega la ventana de ayuda. 

Acerca de Modellus: Esta opción nos presenta información sobre el programa 
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Modellus está estructurado en torno a un conjunto de ventanas sobre las que se es-

cribe o se muestra la información de los modelos que se pretenden simular. Las ven-

tanas son las siguientes: 

 

 Ventana de modelo. 

 Ventana de condiciones 

 Ventana de animaciones 

 Ventana de control 

 Ventana de gráficos 

 Ventana de tablas 

 

A continuación se estudian estas ventanas, su utilización y contenidos. 

 

 

2.1. VENTANA DE MODELO: Escritura de las ecuaciones del modelo. Para iniciar el 

trabajo con Modellus, una vez arrancada la aplicación, debemos ir al menú Modelo 

(Nuevo) y de esta manera iniciamos la creación de un modelo nuevo. 

Lo primero que debemos hacer es escribir las ecuaciones del modelo, y esto lo ha-

cemos en la “ventana de modelo” que aparece en la figura. A la hora de escribir las 

ecuaciones tenemos que hacerlo observando unas normas básicas en lo que se re-

fiere a la sintaxis. Estas normas son las siguientes: 

 

Sintaxis de los modelos: 

 

Modellus soporta ecuaciones algebraicas, diferenciales e iterativas. 

 

Usted puede modelar ecuaciones que van desde las relaciones simples como las lí-

neas rectas y parábolas a los conceptos más complejos como son las ecuaciones de 

Van der Pol o de Lorentz. 

 

 

La entrada de un modelo en Modellus es casi como la escritura de ecuaciones ma-

temáticas en el papel. 
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2.2. VENTANA DE CONDICIONES 

 

Cuando se ha escrito el modelo en la correspondiente ventana y se ha pulsado por 

primera vez el botón interpretar aparecerá la ventana de “condiciones” que se encar-

ga de recoger los valores de los “parámetros” y los “valores iniciales” del modelo en 

forma de tabla formando parte del “caso 1" que es el primer caso de simulación que 

Modellus crea por defecto. 

Los “parámetros” se podrán modificar en esta misma ventana o también en la venta-

na de “animación” haciendo uso de algunos de sus objetos como veremos más ade-

lante. 

 

Cada uno de los posibles casos, que nosotros podremos añadir en el estudio del 

modelo, no son otra cosa que distintos escenarios para aplicar a las mismas ecua-

ciones. Esto nos permitirá poder estudiar el modelo cambiando a nuestro gusto dis-

tintos parámetros. 
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Si deseamos modificar los parámetros desde la ventana de animación quedará inva-

lidado el valor del parámetro que se coloque en esta ventana. Cada uno de los ca-

sos que nosotros establezcamos en la simulación tendrá la posibilidad de verse en la 

ventana de “animación”; bastará con seleccionarlo de entre los que aparecerán se-

ñalados en la parte superior izquierda de la ventana, y esto ocurrirá en las ventanas 

de “tabla” y “gráfico” teniendo en cuenta que en la ventana de “gráfico” pueden co-

existir los gráficos de cada uno de los casos con el fin de poder ver las distintas cur-

vas superpuestas. 

 

 

2.3. VENTANA DE ANIMACIONES 

 

Una vez que hemos escrito las ecuaciones del modelo, la siguiente operación será 

diseñar la ventana de animaciones en la que se realizarán las representaciones grá-

ficas de aquellos valores que nos interese ver. 
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Esta ventana tiene mucho interés de cara a ser el “interface” con el estudiante ya 

que si se hace buen uso de todas sus posibilidades encontraremos en ella una po-

derosa herramienta. En la figura  vemos la estructura de esta ventana de “anima-

ción” mostrando un ejemplo de movimiento de un balón lanzado hacia arriba. 

 

El tamaño y posición de esta ventana, al igual que el resto, se puede modificar colo-

cando el puntero en los bordes y estirando hacia dentro o hacia fuera o manteniendo 

pulsado y moviendo en el caso de cambiar la posición. 

 

En esta ventana se pueden colocar distintos elementos gráficos que se correspon-

den con los botones que aparecen en la parte superior. Cada uno de estos elemen-

tos se podrá asociar a las variables del modelo y realizar las funciones que corres-

pondan a él de acuerdo a los parámetros que se hayan colocado en su ventana de 

parámetros asociada. Pasaremos a explicar cada uno de los elementos, así como 

sus ventanas asociadas. 

 

Los botones de la parte superior  se usan para realizar 

mediciones sobre las imágenes (GIF o BMP) o videos (AVI), que pueden colocarse 

en el fondo,  usando el botón de fondo. 

 

El rayado (grid) puede mostrarse u ocultarse mediante el botón  . Pulsando so-

bre el botón de fondo puede definir el espaciado del grid y su color así como el color 

del fondo de la pantalla. 

 

 

A continuación se muestra una tabla en la que se puede identificar cada uno de los 

botones que representan un determinado objeto. 

 

Use esta herramienta………..……..para añadir: 

 

Partícula 

  Imagen, bola (partícula), rectángulo, o referencia. 

 

 

Vector 

  Vector con o sin flecha resultante o componentes. 
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Indicador de Nivel 

  Horizontal o Vertical. 

 

 

Medidor Analógico 

  Aguja, reloj, o medidor circulo completo. 

 

Trazador 

  Realiza el trazado interactivo de líneas o puntos. 

 

Medidor Digital 

  Medidor  digital,  mostrado  o no el nombre de la Variable.   

 

Importar imagen 

  Importa imagen en formato BMP o GIF 

 

Texto 

  Texto con el color, fuente, estilo y tamaño especificables. 

 

Objeto Geométrico 

  Líneas  y  figuras  tales  como  círculos  y  polígonos. 

 

 

2.4. VENTANA DE CONTROL 

 

      

 

 

 

 

 

Una vez que hemos diseñado el modelo en la ventana “Modelo” y hemos colocado 

en la ventana “animaciones los objetos, así como las condiciones y las tablas y gráfi-

cos que nos haya parecido bien, se debe pasar a la fase de “simulación”. 
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En la fase de “simulación” Modellus realizará los cálculos y mostrará los valores de 

la forma que hayamos previsto. La ventana “Control” es la que permite el control del 

proceso de simulación.  

 

Los botones de esta ventana sirven para: 

 

Simular   o   detener    la simulación. 

 

Terminar  la simulación. 

 

Reiniciar el modelo, ir al principio sin perder los valores calculados. 

 

Saltar  al último valor calculado del modelo. 

 

Repetir la simulación del modelo. 

 

Lee  el actual valor de la variable independiente. 

 

Muestra  el valor actual de la variable independiente y chequea 

visualmente el progreso de esta variable. 

 

Ir atrás o adelante  un simple paso. 

 

Acceder a caja de diálogo Opciones…: 

 

2.5. VENTANA DE GRÁFICO 

 

Mediante esta ventana podemos realizar representaciones gráficas en ejes de coor-

denadas (XY) de las variables que queramos y para los casos que hayamos definido 

mediante la opción del menú “Casos”. En la figura vemos la ventana de “gráficos” y 

en ella se puede distinguir el área de representación en donde se dibujan los gráfi-

cos y a la izquierda aparecen las ventanas de las variables. 
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2.6. VENTANA DE TABLA 

 

En numerosas aplicaciones será necesario realizar una tabla con los valores de las 

variables, esta posibilidad nos la brinda la ventana de “tabla” que sencillamente per-

mite la creación de tablas con tantas variables como seleccionemos en la ventana de 

la izquierda simplemente pulsando las teclas “Control” o “Shift” a la vez que señala-

mos con el ratón (tecla izquierda) sobre éstas. 
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2.7. PROTECCIÓN DE LOS TRABAJOS 

 

Mediante la opción Contraseña dentro del menú de “Fichero” podremos conseguir 

proteger el trabajo, de tal manera que a quien realice las simulaciones solo le estará 

permitido ver los resultados, pero nunca modificar la ventana “Modelo” o la ventana 

Animación ni podrá modifica ni crear ventanas de “gráficos” o “tablas”. 

 

Cuando activamos por primera vez ésta opción aparece una ventana como la de la 

figura en la que se nos pide el Password y la Confirmación, es decir debemos escri-

bir dos veces, una en cada ventana, el password (clave). 
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PRESENTACIÓN 

 

 

 

A partir de este momento iniciamos el estudio con Modellus de la subunidad 

estructural “NIVELACIÓN MATEMÁTICA”, perteneciente a la Óptica. 

 

 

Dicho estudio abarca el desarrollo de los diez temas que fueron descritos 

anteriormente y cada uno de ellos contiene: 

 

1) Logros de aprendizaje; 

2) Fundamentación teórica, sus gráficas en caso de haberlas y sus 

    ecuaciones matemáticas; 

3) Problema modelo; 

4) Evaluación de logros, con las respuestas; 

5) Listado y descripción por grupos de las animaciones, y 

6) Animación de muestra con su descripción. 

 

 

 

Es necesario indicar que la animación de muestra presentada en este 

trabajo de graduación es sólo un ejemplo de animación por cada tema, puesto que  

todas las animaciones de la subunidad mencionada se encuentran en el CD adjunto 

en formato DVD. 
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1.1.1  EXPRESIONES COMPLEJAS 

 

 

1) LOGROS DE APRENDIZAJE: 

 

1- Conocer y aprender los conceptos y su expresión matemática. 

2- Aplicar la teoría en la resolución de ejercicios  

3- Fomentar  valores en los estudiantes. 

 

 

2) FUNDAMENTACIÓN TEÓRICA: 

 

 

 Un número complejo  puede ser expresado en forma cartesiana o 

rectangular como: 

 

 iba                (1.1.1.1) 

 

en donde a & b son números reales, b es el coeficiente de la parte imaginaria e 

1i  . El complejo conjugado * se obtiene reemplazando i por -i dondequiera 

que aparezca. Con ello, la magnitud o módulo de un número complejo y su 

argumento son simplemente: 

 

 














a

b
Tan

ba*.r

1

22





          (1.1.1.2) 

 

Con lo anterior, un número complejo puede expresarse en formas trigonométrica y 

exponencial mediante: 

 

    ierSeniCosr            (1.1.1.3) 

 

 Todo número complejo se puede representar como la suma de una parte real, 

Re ( ), y una parte imaginaria, Im ( ), esto es: 

 

     ImRe                (1.1.1.4) 

 

en donde: 

       a*
2

1
Re        (a) 

&: 

       ib*
2

1
Im        (b) 
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 Para funciones algebraicas complejas se tiene:   x  y i. 

 

 Aunque se puede escoger cualquier parte para describir una onda armónica, 

generalmente, se elige la parte real; con ello la expresión para la onda armónica es: 

 

       i)Kxt(i eAReeARet,x  
 (1.1.1.5) 

 

equivalente a: 

 

7      CosAKxtCosAt,x   (1.1.1.6) 

 

 

 

3) PROBLEMAS MODELO: 

 

Determine la parte imaginaria de: a)  itiiKx eee2 ;  b) 
i

i

3

186 
 . 

 

a) Si )(22   tKxiitiiKx eeee , entonces, su conjugado es: 

    )(22*    tKxiitiiKx eeee  

luego: 

      )()( 22
2

1
Im    tKxitKxi ee  

    
   

     
  

tKxSenitKxCos

tKxSenitKxCos



















2

2
Im  

de donde: 

        tKxSeni2Im  

 

b) Si 
i

i

3

186 
 , su conjugado es 

i

i

3

186
*




  

entonces: 

     






 





i

i

i

i

3

186

3

186

2

1
Im   

     






 


i

ii

3

186186

2

1
Im   

    

de donde: 

 

     i
ii

2
6

12

3

66

2

1
Im 
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4) EVALUACIÓN DE LOGROS: 

 

 

a) Complete: 

 

1- Escriba tres formas de expresar un número complejo: 

 

                             &    

 

2- Las expresiones para la magnitud y su argumento de un número complejo son 

 

                          r                                    

 

3- Describa la expresión iba   : ................................................................ 

   

....................................................................................................................................... 

 

4- Generalmente la parte para describir una onda armónica es………………………, 

Anote la expresión. 

 

  (x; t )  

 

5- Escriba tres ejemplos de números complejos:   

 

 ...................................... ..................................... .................................... 

 

b) Resuelva, en su cuaderno de ejercicios, los siguientes problemas: 

 

1- Demuestre que la parte real del número complejo   está dada por 

   *
2

1
Re   .                                                  Sol. a 

 

2- ¿Cuál es el complejo conjugado de cada una de las siguientes expresiones? 

   a) 
i

i32 
   ;           b) 

tik

ti

e

e

5

2 




                    c) 
i

ee titi

2

25 







 

 

4- Determine la parte real e imaginaria de: 
i

i

5

1025 
                  Sol. Re -2, Im -5i 
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5- Encuentre la magnitud y su argumento del siguiente problema: 

        tiiKytiiKy eeeety   34,                                                   Sol.  

 

 

5) LISTADO DE ANIMACIONES-DESCRIPCIÓN 

 

 

a) Conceptuales: este grupo de animaciones que se presenta a continuación tratan 

de conceptos importantes, como se expresa las diferentes formas de escribir una 

Expresiones Complejas. 

 

OP111C01 

OP111C02 

OP111C03 

 

 

b) Ejercitativas: este grupo de animaciones  ejercitativas hará que el alumno apli-

que y refuerce lo aprendido en la parte conceptual en cada uno de los ejercicios re-

lacionados a con  el tema. 

 

OP111E01 

OP111E02 

 

 

 

c) Lúdicas: esta animación sirve para que el alumno complemente sus conocimien-

tos jugando.  

 

OP111L01 
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6) ANIMACIÓN DE MUESTRA: 

 

 

 

 

 

 

 

Descripción: 

 

Esta animación es de tipo conceptual trata sobre lo que es una expresión compleja, 

como se forma,  también cuales son sus expresiones algebraicas.  
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1.1.2  ECUACIONES DIFERENCIALES DE CAUCHY 

           y EULER 

 

 

1) LOGROS DE APRENDIZAJE: 

 

1- Aprender los conceptos básicos del tema 

2- Resolver correctamente los problemas propuestos. 

3- Cooperar  con los compañeros que necesiten ayuda. 

  

 

2) FUNDAMENTACIÓN TEÓRICA: 

 

 

►►  La estructura matemática de la ecuación de Cauchy de segundo orden es: 

 

 xFyA'yxA''yx 21

2             (1.1.2.1) 

 

Para resolverla conviene hacer los siguientes cambios de variable: 

 

   tex        (a) 

 

   
dx

dt

dt

dy

dx

dy
  

 

Pero t

t
e

e

1

dt/dx

1

dx

dt  , luego: 

   
dt

dy
e

dx

dy t      (b) 

 

Similarmente: 

   







 

dt

dy

dt

yd
e

dx

yd
2

2
t2

2

2

    (c) 

 

Sustituyendo (a), (b) & (c) en (1.1.2.1) se obtiene una ecuación diferencial no homo-

génea ordinaria. 

 

►►  La estructura matemática de la ecuación de Euler de segundo orden es: 

 

     xFyA'ybaxA''ybax 21

2
          (1.1.2.2) 
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Para resolverla conviene hacer los siguientes cambios de variable: 

 

   tebax        (a) 

 

   
dx

dt

dt

dy

dx

dy
  

 

Pero t

t
ea

e

a

dt/dx

1

dx

dt  , luego: 

   
dt

dy
ea

dx

dy t      (b) 

 

Similarmente: 

   







 

dt

dy

dt

yd
ea

dx

yd
2

2
t22

2

2

   (c) 

 

Sustituyendo (a), (b) & (c) en (1.1.2.2) se obtiene una ecuación diferencial no homo-

génea ordinaria. 

 

 

 

3) PROBLEMAS MODELO: 

 

Resuelva la ecuación 8252'4''2  xyyxyx . 

 

Con los cambios de variable 







 

dt

dy

dt

yd
e

dx

yd
;

dt

dy
e

dx

dy
;ex

2

2
t2

2

2
tt  obtene-

mos: 

   82524.
2

2
22 








  ttttt ey

dt

dy
ee

dt

dy

dt

yd
ee  

   82523
2

2

 tey
dt

dy

dt

yd
 

   0232  rr  

   















2

1

2

13

2

893
2;1r  

     tt eCeCty 2

2

1

10

   

     BeAty t 1  

   teAy '1  

   teAy ''1  
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luego: 

 

   825223  tttt eBeAeAeA  

 

de donde: 

   6A  25;   - 2B  - 8,  de modo que:  A  25/6 ;  B  4  ;  entonces: 

     4
6

25
1  tety  

     4
6

252

21   ttt eeCeCty  

 

Rehaciendo el cambio de variable obtenemos: 

     4
6

25
2

21  x
x

C

x

C
xy  

 

 

 

Resuelva la ecuación     xxyyxyx 212'15''1 22
 . 

 

Con los cambios de variable 












 

dt

dy

dt

yd
e

dx

yd

dt

dy
e

dx

dy
ex ttt

2

2

22

2

2

1;5;1  ob-

tenemos: 

      12112.1.5.1. '2

2

2
222 










  tttttt eey

dt

dy
ee

dt

dy

dt

yd
ee  

   1124 2

2

2

 tey
dt

dy

dt

yd
 

   01242  rr  

   













6

2

2

84

2

48164
2;1r  

     tt eCeCty 6

2

2

10

  

     BeAty t  2

1  

   tteAy 2

1 2'   

   teAy 2

1 4''   

 

luego: 

   1121284 2222  tttt eBeAeAeA  

de donde: 

   0A  3 ;   12B  -1 ;   de modo que:  A  0 ;  B  -1/12 ;   
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entonces: 

    
2

16

2

2

1   tt eCeCty  

    

 

Rehaciendo el cambio de variable obtenemos: 

    
2

1
)1()1( 6

2

2

1   txCxCxy  

es decir: 

    
2

1

)1(
)1(

6

22

1 



tx

C
xCxy  

 

 

 

4) EVALUACIÓN DE LOGROS: 

 

a) Complete: 

 

1- La estructura matemática de la ecuación de Euler de segundo orden es: 

 

 

2- Una con líneas lo correcto. 

                                 tex   

 

                                                                               
dt

dy
ea

dx

dy t      

 Ecuación diferencial de Euler                                

                                                                           tebax      

 Ecuación diferencial de Cauchy 

                                                                                
dt

dy
e

dx

dy t  

                                                                                







 

dt

dy

dt

yd
e

dx

yd
2

2
t2

2

2

 

 

b) Resuelva, en su cuaderno de ejercicios, los siguientes problemas: 

 

 

1- Resuelva la ecuación xxyxyyx 9304'5'' 22  . 

                       

                          Sol.   xxxCxCxy   22

2

2

1
8

15
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      2- Resuelva la ecuación 8908'10''2  xyxyyx .    

                                          

                                     Sol.   15 21

2

8

1   xxCxCxy  

 

      3-  Resuelva la ecuación     xxyyxyx 4210'34''3 22
 .  

                               

                                     Sol.   3)3(
3

8
)3()3( 5

2

2

1   xxCxCxy  

 

       4-  Resuelva la ecuación     xxyyxyx 453'148''14 22
 . 

  

                                 Sol.  
48

11
)14(

280

3
)14(

1584

5

)14()14(

2

4 3

2

4

1 





 xx
x

C

x

C
xy  
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5) LISTADO DE ANIMACIONES-DESCRIPCIÓN 

 

 

 

 

a) Conceptuales: este grupo de animaciones que se presenta a continuación tratan 

de conceptos del tema, la forma de resolver las Ecuaciones Diferenciales de  Cau-

chy y Euler. 

 

 

OP112C01 

OP112C02 

OP112C03 

 

 

b) Ejercitativas: este grupo de animaciones  ejercitativas hará que el alumno apli-

que y refuerce lo aprendido en la parte conceptual. 

 

OP112E01 

OP112E02 

 

 

c) Lúdicas: esta animación sirve para que el alumno complemente sus conocimien-

tos jugando, a la vez aprendiendo.  

 

OP112L01 
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6) ANIMACIÓN DE MUESTRA: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Descripción: 

 

Esta animación es de tipo ejercitativa en ella nos indica la solución y los pasos de la 

ecuación diferencial de Cauchy con sus procesos. 
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1.1.3  LAS FUNCIONES GAMMA Y BETA 
 

 

1) LOGROS DE APRENDIZAJE: 

 

1- Reconocer la utilización de estos conceptos 

2- Transferir la teoría a la práctica. 

3- Fomentar el compañerismo en el aula 

 

 

2) FUNDAMENTACIÓN TEÓRICA: 

 

 

►►  La función gamma,  n  se define mediante: 

 

   



0

t1n dtetn   (para n > 0)                   (1.1.3.1) 

 
 
Algunas de sus propiedades son: 
 

   1)     nn1n      (para todo n) 

 

   2)    !n1n     (para n  0; 1; 2; 3; ...) 

 

   3)   
 
n

1n
n





    (para n < 0) 

 
Algunas relaciones con la función gamma son: 
 

   1)     





pSen
p1.p   

 

   2)     x2.
2

1
x.x.2 1x2  








  

 
Algunos valores típicos de esta función son: 
 

   1)   








2

1
 

 

   2)  
 


m2

1m2.....7.5.3.1

2

1
m











   (para m  1; 2; 3; 4;...) 
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   3)  
 

 


1m2.....7.5.3.1

2.1
m

2

1 mm













   (para m  1; 2; 3; 4;...) 

 
 
Otras relaciones interesantes que implican la función gamma son las siguientes: 
 

   1)   
     

x

k
k

kx...3x2x1x

k..4.3.2.1
lím1x





  

 

   2)  
 


























1m

m/xx e
m

x
1ex

x

1 


 (en donde   0,577 215 665 … es la cons-

tante de Euler) 
 

   3)    nn en.n21n    (para n > 10) (desarrollo asintótico de la fórmula de 

Stirling) 
 
 
 
 

►►  La función beta,  n;mB  se define mediante: 

 

    
 

1

0

1n1m dtt1tn;m   (para m > 0  &  n > 0)      (1.1.3.2) 

 
o también mediante: 
 

   


2/

0

1n21m2 dCosSen2n;m


           (1.1.3.3) 

 

  
 

dt
t1

t
2n;m

0

nm

1m









            (1.1.3.4) 

 
 
Algunas de sus propiedades son: 
 

   1)     m;nn;m    

 

   2)   
   
 nm

n.m
n;m







  

 
Algunos valores típicos de esta función son: 
 

   1)    11;1   
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   2)   
2

1
1;2   

 
 
 

3) PROBLEMAS MODELO: 

 

Ejemplo 1: 
 

Determine 









2

5
. 

 

   
4

3

4

3

2

1
.

4

3
2

2

1

2

5 
 


























  

 
 
 
Ejemplo 2: 
 

Determine  5 . 

 

       244.3.2.1!4145   

 

Ejemplo 3: 
 

Determine la integral   

1

0

34 1 dxxx . 

 

      
   
 

   
280

1

!8

!3.!4

45

45
4;51

1

0

34 



 dxxx  

 
 
Ejemplo 4: 
 

Determine  3;2 . 

 

    
   
 

   
12

1

!4

!2.!1

32

3.2
3;2 
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4) EVALUACIÓN DE LOGROS: 

 

 

a) Complete: 
 
 

1- La función gamma,  n  se define mediante:     n  

 
 

2- La función Beta,  nmB ; se define mediante:     nmB ;  

 
 
3- Escriba dos propiedades de las funciones gamma y beta  
 
………………………………….                      ………………………………. 
 
………………………………….                      ………………………………. 
 
 
 
b) Resuelva, en su cuaderno de ejercicios, los siguientes problemas: 
 
  

1-  Determine 









2

7
                         Sol. 

 
105

16 
 

 

2- Determine  9 .                              Sol. 40320 

 

3- Demuestre que   11;1  . 

 

4- Calcule  5;3 .                               Sol. 
105

1
 

 

5- Calcule 







 2;

2

3
                              Sol. 

15

4
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5) LISTADO DE ANIMACIONES-DESCRIPCIÓN 

 

 

 

a) Conceptuales: este grupo de animaciones que se presenta a continuación tratan 

de conceptos importantes, las propiedades y valores típicos de las Funciones Gam-

ma y Beta. 

 

OP113C01 

OP113C02 

OP113C03  

 

 

b) Ejercitativas: este grupo de animaciones  ejercitativas hará que el alumno apli-

que y refuerce en cada uno de los ejercicios dados y poner en  practica lo aprendido 

en la parte conceptual. 

 

 

 

OP113E01 

OP113E02 

OP113E03 

 

 

c) Lúdicas: esta animación sirve para que el alumno complemente sus conocimien-

tos jugando, a la vez aprendiendo.  

 

 

OP113L01 
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6) ANIMACIÓN DE MUESTRA: 

 

 

 

 

 

 

 

Descripción: 

 

Esta animación es de tipo lúdica donde el alumno va a aprender jugando las expre-

siones matemáticas de las funciones Gamma y Beta. En la cual va utilizar su habili-

dad para  no chocar con las paredes y llegar a la meta.  
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1.1.4  ECUACIÓN DIFERENCIAL DE BESSEL 
 

 

 

1) LOGROS DE APRENDIZAJE: 

 

1- Conocer los diferentes conceptos del tema y su estructura matemáticos. 

2- Aprender como resolver los ejercicios propuestos en el tema.  

3- Fomentar a los estudiantes la responsabilidad por el estudio.  

 

 

 

2) FUNDAMENTACIÓN TEÓRICA: 

 

 

 ►►  La estructura matemática de la ecuación de Bessel de segundo orden 
es: 
 

  0ynx'yx''yx 222    (para n  0 )        (1.1.4.1) 

 
La solución depende del número n y tiene la forma: 
 

      xNCxJCy n2n1   

 
en donde: 
    
   

 
           




















 ...
6n24n22n26.4.2

x

4n22n24.2

x

2n22

x
1

1n.2

x
xJ

642

n

n

n


 
 
son las “funciones de Bessel de primera especie y orden n en la variable x ”, y: 
 

    

   
 

   
 


























...;3;2;1;0n
pSen

xJpCos.xJ
lím

...;3;2;1;0n
nSen

xJnCos.xJ

xN
pp

np

nn

n









 

 
son las “funciones de Bessel de segunda especie y orden n en la variable x ”, cono-

cidas también como “funciones de Neumann”. 
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Algunas de sus propiedades son: 
 

   1)   
       






















 ...
n42n224.2

x

n222

x
1

n1.2

x
xJ

42

n

n

n


 

 

   2)       xJ.1xJ n

n

n



   

 

   3)       xJxJ
x

n2
xJ 1nn1n    

 

   4)  
     

2

xJxJ

dx

xJd 1n1nn  
  

 
 
Algunas soluciones asintóticas (válidas para grandes valores de x o de n ) son las 
siguientes: 
 

   1)    









42

n
xCos

x

2
xJn




 

 

   2)    









42

n
xSen

x

2
xNn




 

 

   3)   
n

n
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xe

n2

1
xJ 











 

 

   4)   
n

n
n2

xe

n

2
xN














 

 
 

 

 

3) PROBLEMAS MODELO: 

 

 

Ejemplo 1: 

 

Resuelva la ecuación   09''' 22  yxyxyx . 

 

Vemos que n  3, luego: 
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Ejemplo 2: 

 

Resuelva la ecuación   036''' 22  yxyxyx . 

 

Vemos que n  6, luego: 

 

Para valores grandes de x, la solución es simplemente: 
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4) EVALUACIÓN DE LOGROS: 

 

 

a) Complete: 

 

 

1- La estructura matemática de la ecuación de Bessel de segundo orden es: 

 

 

 

2- Escriba algunas de las propiedades de las ecuaciones de Bessel: 

 

1.  

 

2.  

 

 

 

3- Las funciones de Bessel de segunda especie y orden n se conoce también co-

mo…………................................................................................................. 

 

 

b) Resuelva, en su cuaderno de ejercicios, los siguientes problemas: 

 

 

1- Resuelva la ecuación diferencial   01''' 22  yxyxyx . 

Sol. 
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xJpCosxJ
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xxxx
Cy

pp

p

















.
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2- Resuelva la ecuación diferencial   049''' 22  yxyxyx  para grandes valo-

res de x. 

 

            Sol. 
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5) LISTADO DE ANIMACIONES-DESCRIPCIÓN 

 

 

 

a) Conceptuales: este grupo de animaciones que se presenta a continuación tratan 

de conceptos importantes de Ecuaciones Diferenciales de Bessel. Ademas trata de 

las propiedades y de las soluciones asintóticas. 

 

OP114C01 

OP114C02 

OP114C03 

OP114C04 

 

 

b) Ejercitativas: este grupo de animaciones  ejercitativas hará que el alumno apli-

que y refuerce lo aprendido en la parte conceptual. 

 

 

 

OP114E01 

OP114E02 

OP114E03 

 

 

c) Lúdicas: esta animación sirve para que el alumno complemente sus conocimien-

tos jugando, a la vez aprendiendo.  

 

OP114L01 
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6) ANIMACIÓN DE MUESTRA: 

 

 

 

 

 

 

 

Descripción: 

 

Esta animación es tipo ejercitativa aquí el alumno va a unir con los vectores, cada 

concepto con su respectiva expresión matemática. Al final del tiempo saldrán los re-

sultados con los cuales puede comparar.   
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1.1.5  SERIES DE FOURIER 

 

 

1) LOGROS DE APRENDIZAJE: 

 

1- Entregar a los estudiantes herramientas básicas para su aplicación. 

2- Utilizar lo aprendido en la resolución de ejercicios 

3-  Fomentar la amistad en la aula de clases. 

 

 

2) FUNDAMENTACIÓN TEÓRICA: 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 La figura 1.1.5.1 muestra la resultante de superponer cuatro funciones armó-

nicas de diferentes amplitudes y longitudes de onda: dicha resultante es anarmónica, 

es decir no es senoidal. Esto nos permite suponer que si se usa un número 

adecuado de funciones senoidales cuyas amplitudes, longitudes de onda y fases 

relativas son cuidadosamente seleccionadas, sería posible "sintetizar" muchos perfi-

les de onda muy interesantes. La técnica matemática para hacer esto fue diseñada 

por el físico francés Jean Baptiste Fourier. Esta teoría se basa en lo que ha venido a 

ser conocido como el "teorema de Fourier", el cual establece que una función f (x ), 

que tiene un período espacial , definida y continua en el intervalo   cxc  se 

puede sintetizar por la suma de funciones armónicas cuyas longitudes de onda son 

submúltiplos enteros de  (es decir , /2, /3, etc.). 

F   i   g   u   r   a       1   .   1   .   5   .   1 
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La gráfica de f (x ) para   cxc  es la celda, célula o semilla. En cambio la 

copia reiterada y periódica de dicha semilla hacia   es la gráfica de la “serie de 

Fourier de f (x ) para   cxc ”, cuya expresión matemática es: 

 

    





1n

nn
0 nKxSenbnKxCosa

2

a
xF          (1.1.5.1)  

 

en donde: 
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 Si la gráfica de la celda está constituida por dos o más funciones 

(multifunción) de períodos i  y período total , las tres últimas expresiones se 

transforman en: 
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3) PROBLEMAS MODELO: 

 

 

1) Halle la serie de Fourier de f (x)  




x

0
  para el intervalo 

















x

x

0

0
. 



UNIVERSIDAD DE CUENCA                                                                                                                     

EDWIN ENRIQUE ORDÓÑEZ BUSTAMANTE                                                   51 

 

Vemos que el período espacial es   2, luego 1
2

22
K 








, entonces: 
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entonces: 
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2) Halle la serie de Fourier de  
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Vemos que los períodos espaciales son 8;421   , luego 1
8
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entonces 
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luego: 
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4) EVALUACIÓN DE LOGROS: 

 

 

b) Resuelva, en su cuaderno de ejercicios, los siguientes problemas: 

 

 

1- Halle la serie de Fourier de: 

  
 
 













x

x
xf

01

01
.  Sol.     
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2- Halle la serie de Fourier de: 

      xxxf 2 .  Sol.   
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3- Halle la serie de Fourier de: 

  
 
 









846

402

xx

xx
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5) LISTADO DE ANIMACIONES-DESCRIPCIÓN 

 

 

 

a) Conceptuales: este grupo de animaciones que se presenta a continuación tratan 

de conceptos de Series de Fourier, sus respectivas ecuaciones y graficas ilustrati-

vas. 

 

OP115C01 

OP115C02 

OP115C03 

 

 

b) Ejercitativas: este grupo de animaciones  ejercitativas hará que el alumno apli-

que y refuerce lo aprendido en la parte conceptual. 

 

OP115E01 

OP115E02 

OP115E03 

 

 

 

c) Lúdicas: esta animación sirve para que el alumno complemente sus conocimien-

tos jugando y trate de aplicar en la vida diaria.  

 

OP115L01 
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6) ANIMACIÓN DE MUESTRA: 

 

 

 

 

 

 

 

Descripción: 

 

Esta animación es ejercitativa la cual nos indica la gráfica de una Serie de Fourier, 

para ello tenemos que resolver el ejercicio para poder realizar la gráfica.      
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1.1.6  FUNCIONES PARES E IMPARES 

 

 

 

1) LOGROS DE APRENDIZAJE: 

 

1- Conocer y aprender las ecuaciones y características de las funciones. 

2- Resolver las actividades de fin de tema. 

3- Debatir y rebatir en el grupo de trabajo. 

 

 

2) FUNDAMENTACIÓN TEÓRICA: 

 

 

 Para desarrollo en serie de Fourier, una función f (x ) es par si, dentro de un 

rango simétrico (condición obligatoria)  2/x2/   , se cumple que f (x )  f (-x ). 

En tal caso, los coeficientes nb  del desarrollo en serie de Fourier son nulos. Esto 

resulta especialmente útil en muchos casos, pues representa un ahorro de esfuerzo 

y tiempo. Así, si una función f (x ) es par, es decir si es simétrica alrededor de x  0, 

su serie de Fourier contiene solamente términos coseno, los cuales son en sí 

mismos funciones pares. 

 

 Asimismo, una función f (x) es impar si, dentro de un rango simétrico 

 2/x2/   , se cumple que f (x )  - f (-x ). En tal caso, los coeficientes 2/a0  y 

na  del desarrollo en serie de Fourier son nulos. Así, si una función f (x ) es impar, su 

serie de Fourier contiene solamente términos seno. En cualquiera de los casos no se 

necesita calcular ambos juegos de coeficientes. 

 

 Una forma sencilla y bastante práctica de saber si la función es par o impar es 

la siguiente: se dobla la gráfica de la celda en torno al eje vertical: si la parte 

superpuesta coincide perfectamente con la parte fija de la gráfica, la función es par; 

si las partes superpuesta y fija de la gráfica son simétricas con respecto al eje 

horizontal, la función es impar. Si no cumple ninguna de estas condiciones la función 

no es ni par ni impar. 
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3) PROBLEMAS MODELO: 

 

Ejercicio modelo 1.1.6.1 

 

Halle la serie de Fourier de la función   xxf   para el intervalo   x0 . 

 

La función es par, luego 0bn  . Además    de modo que K  , entonces: 
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Ejercicio modelo 1.1.6.2 

 

Determine la serie de Fourier de la función   Senxxf   para el intervalo 

   x . 

 

La función es impar, luego 0a
2

a
n

0  . Además   2 de modo que K  1, 

entonces: 
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4) EVALUACIÓN DE LOGROS: 

 

 

a) Complete: 

 

1- ¿Que es una función par? 

........................................................................................................................................

............................................................................................................................ 

 

2- ¿Que es una función impar? 

........................................................................................................................................

....................................................................................................................... 

 

 

 

b) Resuelva, en su cuaderno de ejercicios, los siguientes problemas: 

 

1- Halle la serie de Fourier de la función  
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0)(

xxx

xxx
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Sol.     
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2- Halle la serie de Fourier de la función       xxxxf 0)( . 

 

Sol.     







 ...

3

6

2

4

1

2

6 222

2 xCosxCosxCos
xF


 

 

3.- Halle la serie de Fourier de la función   xSenxf       x  

 

Sol   
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5) LISTADO DE ANIMACIONES-DESCRIPCIÓN 

 

 

 

a) Conceptuales: este grupo de animaciones que se presenta a continuación tratan 

de conceptos, formas para saber cuando es una función par o impar,a través de las 

graficas y sus respectivas expresiones algebraicas.   . 

 

OP116C01 

OP116C02 

OP116C03 

 

 

b) Ejercitativas: este grupo de animaciones ejercitativas hará que el alumno aplique 

y refuerce lo aprendido en la parte conceptual. 

 

OP116E01 

OP116E02 

OP116E03 

OP116E04 

 

 

c) Lúdicas: esta animación sirve para que el alumno complemente sus conocimien-

tos jugando, a la vez aprendiendo todo lo que abarca el tema.  

 

OP116L01 
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6) ANIMACIÓN DE MUESTRA: 

 

 

 

 

 

 

 

Descripción: 

 

Esta  animación es un juego donde el usuario va a llevar al objeto al centro del labe-

rinto, sin chocar con las paredes al final recibirá un premio que será estudiado por el 

alumno. 
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1.1.7  TRANSFORMADAS y TRANSFORMADAS 

          INVERSAS DE FOURIER 
 

 

1) LOGROS DE APRENDIZAJE: 

 

1- Conocer y aprender la expresión matemática que define este concepto. 

2- Transferir la información teórica a la resolución  de los problemas. 

3- Apreciar el trabajo del grupo. 

 

 

2) FUNDAMENTACIÓN TEÓRICA: 

 

Se llama “transformada de Fourier” de una función cualquiera f (x ) a la expresión: 

 

       KFdxexfxf iKx  





                                                           (1.1.7.1) 

 

 Se llama “transformada inversa de Fourier” de una función cualquiera F (K ) a 

la expresión: 

 

       xfdKeKF
2

1
KF iKx1  








                                                  (1.1.7.2) 

 

 

TRANSFORMADAS DE FOURIER EN COSENO: 

 

 Sea f (x ) una función cualquiera. Su transformada de Fourier en coseno se 

define mediante: 

 

       KFdxKxCosxfxf C
0

C  


          (1.1.7.3) 

 

Y la correspondiente transformada inversa es: 

 

       xfdKKxCosKF
2

KF
0

C

1

C  





         (1.1.7.4) 
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TRANSFORMADAS DE FOURIER EN SENO: 

 

 Sea f (x ) una función cualquiera. Su transformada de Fourier en seno se 

define mediante: 

 

       KFdxKxSenxfxf S
0

S  


          (1.1.7.5) 

 

Y la correspondiente transformada inversa es: 

 

       xfdKKxSenKF
2

KF
0

S

1

S  





         (1.1.7.6) 

 

 

 Con todo esto, la transformada de Fourier puede escribirse en la forma: 

 

           KFKBiKAxf   

es decir: 

 

           KFxfixfxf SC            (1.1.7.7) 

 

 

 

3) PROBLEMAS MODELO: 

 

Ejercicio modelo 1.1.7.1 

 

Halle la transformada de Fourier de  
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La gráfica es: 

 

 

 

Ejercicio modelo 1.1.7.2 

 

Halle la transformada de Fourier en seno de  
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Ejercicio modelo 1.1.7.3 
 

Halle la transformada inversa de Fourier en coseno de  
10

5Ke
KF






. 
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4) EVALUACIÓN DE LOGROS: 

 

 

a) Resuelva, en su cuaderno de ejercicios, los siguientes problemas: 
 
 
 

1-  Halle la transformada de Fourier de  
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x
xf . 

  
 

                            Sol. KSenc
K

KSen
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10100
  

2- Halle la transformada inversa de Fourier en coseno de  
16

8Ke
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. 

                             

                            Sol. 
64

1
2 x

 

 

3- Halle la transformada    de Fourier en seno de  
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5) LISTADO DE ANIMACIONES-DESCRIPCIÓN 

 

 

 

a) Conceptuales: este grupo de animaciones que se presenta a continuación tratan 

de conceptos de transformada del Seno, coseno e igual sus respectivas transforma-

das inversas todo esto trata el tema Transformadas y Transformadas inversas de 

Fourier. 

 

OP117C01 

OP117C02 

OP117C03 

OP117C04 

 

 

b) Ejercitativas: este grupo de animaciones  ejercitativas hará que el alumno apli-

que y refuerce lo aprendido en la parte conceptual. 

 

OP117E01 

OP117E02 

OP117E03 

OP117E04 

 

 

 

c) Lúdicas: esta animación sirve para que el alumno complemente sus conocimien-

tos jugando, y a la vez aprendiendo.  

 

OP117L01 

 

 

 

 

 

 

 

 



UNIVERSIDAD DE CUENCA                                                                                                                     

EDWIN ENRIQUE ORDÓÑEZ BUSTAMANTE                                                   65 

 

 

6) ANIMACIÓN DE MUESTRA: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Descripción: 

 

Esta animación nos presenta el concepto de Transformada y transformada inversa 

de Fourier, así como sus estructuras matemáticas. 
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1.1.8  CONVOLUCIÓN Y TEOREMA DE 

          CONVOLUCIÓN 

 

 

1) LOGROS DE APRENDIZAJE: 

 

1- Examinar los temas en sus partes  elementales. 

2- Resolver las actividades de fin de tema. 

3- Animar y motivar a los compañeros  con bajo aprendizaje.. 

 

 

2) FUNDAMENTACIÓN TEÓRICA: 

 

 

 Dadas las funciones f (x ) y g (x ), se denomina convolución de f (x ) y g (x ) a la 

expresión: 

 

        




 dxxXgxfxgxf           (1.1.8.1) 

 

 “La transformada de Fourier de la convolución de f (x ) y g (x ) es igual al 

producto algebraico de las transformadas de Fourier de f (x ) y g (x )”, es decir: 

 

               KG.KFxg.xfxgxf          (1.1.8.2) 

 

el cual constituye el “teorema de convolución”. 

 

 

 

 

3) PROBLEMAS MODELO: 

 

Ejercicio modelo 1.1.8.1 

 

Convolucione las funciones de f (x )   








50

502

x

x
 y g (x )  









50

503

x

x
 

  

           3005666)3(2

5

0

5

0

5

0

  xdxxdxxgxf  
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Ejercicio modelo 1.1.8.2 

 

Hallar la transformada de Fourier de las siguientes convoluciones  
25

1
2 


x

xf  y 

 
362 


x

x
xg .   

 

Para aplicar el teorema de convolución necesitamos las transformadas de Fourier de 

las dos funciones: 

     
525

1
5

2

Ke

x
xf


















 

     
636

6

2

KeKi

x

x
xg
















 

luego: 

       
306

.
5

11265 KKK eiKeiKe
xgxf









 

       
i

eK
xgxf

K

30

112 




 

 

 

4) EVALUACIÓN DE LOGROS: 

 

a) Resuelva, en su cuaderno de ejercicios, las siguientes actividades: 

 

1- Convolucione las funciones  
 
















x

xx
xf

0

3

 &  
 














||0 x

xx
xg .  

 

                    Sol.  
5

2

2

54 


X
 

2- Convolucione las funciones  
 










80

805

x

x
xf  &    

 










80

806

x

x
xg . 

 

                       Sol.    240 

3- Convolucione las funciones  
 










2||

22.2

xx

xx
xf  &  

 










2||0

222

x

xx
xg . 

                       Sol.   
3

64X
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5) LISTADO DE ANIMACIONES-DESCRIPCIÓN 

 

 

 

a) Conceptuales: este grupo de animaciones trata sobre conceptos  y expresiones 

algebraicas del tema  Convolución y Teorema de Convolución. 

 

OP118C01 

 

 

b) Ejercitativas: este grupo de animaciones  ejercitativas hará que el alumno apli-

que y refuerce lo aprendido en la parte conceptual. 

 

OP118E01 

OP118E02 

OP118E03 

 

 

 

c) Lúdicas: esta animación sirve para que el alumno complemente sus conocimien-

tos jugando.  

 

OP118L01 
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6) ANIMACIÓN DE MUESTRA: 

 

 

 

 

 

 

 

Descripción: 

 

Esta animación es ejercitativa, nos indica que resolvamos dicho ejercicio en su cua-

derno y después comparar los resultados, en ella podemos observar también la gra-

fica de dicha convolución. 
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1.1.9  TRANSFORMADAS DE FOURIER Y  

          CONVOLUCIÓN EN DOS DIMENSIONES 

 

 

1) LOGROS DE APRENDIZAJE: 

 

1-  Conocer las características y las ecuaciones que presenta este tema. 

2- Desarrollar los problemas propuestas en las actividades. 

3- Cooperar con los compañeros del grupo que necesiten ayuda.  

 

 

2) FUNDAMENTACIÓN TEÓRICA: 

 

 

Sea la función de dos variables f (x; y ). Su transformada de Fourier es: 

 

        





 yx

)yKxK(i
K,KFdydxey,xfy,xf yx        (1.1.9.1) 

 

Y la correspondiente transformada inversa de Fourier es: 

 

   
 

    




  y,xfdKdKeK,KF
2

1
K,KF yx

)yKxK(i

yx2yx

1 yx


      (1.1.9.2) 

  

 Sean las funciones de dos variables f (x; y ) y g (x; y ). La convolución de f (x; y 

) y g (x; y ) está dada por: 

 

         dydxyY,xXgy,xfy,xgy,xf  




         (1.1.9.3) 

 

AUTOCONVOLUCIÓN: 

 

 Si una función f (x; y) se convoluciona consigo misma, decimos que se 

autoconvoluciona y se expresa mediante: 

 

         xdxXfxfxfxf 




            (1.1.9.4) 
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3) PROBLEMAS MODELO: 

 

Ejercicio modelo 1.1.9.1 

 

Sea la función   yxyxf ,  para el intervalo 












40

20

y

x
. Halle su autoconvolución. 

   

   














  

  

4
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dxxdxxXdxxXdyyYy

dxxXxdyyYydxyYxXyxdyff
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3
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3
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X
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X
x
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15

2048

5

256

3

512
64

9

512

3

64 22 YX
XY

XYX
ff  

 

4) EVALUACIÓN DE LOGROS: 

 

 

a) Resuelva, en su cuaderno de ejercicios, los siguientes problemas: 

 

1- Autoconvolucione la función  
 










1||0

114

x

x
xf . 

                           Sol. 8X - 32  

 

2- Autoconvolucione la función   2, yxyxf   para el intervalo 












30

10

y

x
. 

 

                          Sol. 


















5

243

2

81
9

3

1 2 YYX  
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5) LISTADO DE ANIMACIONES-DESCRIPCIÓN 

 

 

 

a) Conceptuales: este grupo de animaciones que se presenta a continuación tratan 

de conceptos importantes del tema Transformada de Fourier y Convolución en dos 

Dimensiones. 

 

OP119C01 

OP119C02 

 

 

b) Ejercitativas: este grupo de animaciones  ejercitativas hará que el alumno apli-

que y refuerce lo aprendido en la parte conceptual. 

 

OP119E01 

OP119E02 

OP119E03 

 

 

 

c) Lúdicas: esta animación sirve para que el alumno complemente sus conocimien-

tos jugando, a la vez aprendiendo.  

 

OP119L01 
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6) ANIMACIÓN DE MUESTRA: 

 

 

 

 

 

 

Descripción: 

 

Esta animación es de tipo ejercitativa, donde le pide al estudiante que resuelva un 

problema en su cuaderno aplicando lo aprendido en los conceptos, al fin el alumno 

puede verificar la respuesta. 
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1.1.10  INTEGRALES DE FRESNEL 

 

 

1) LOGROS DE APRENDIZAJE: 

 

1- Conocer este tipo de integrales, sus características y ecuaciones. 

2- Aplicar los conceptos desarrollados a los problemas planteados. 

3- Integrar a los miembros del grupo en uno solo.  

 

 

2) FUNDAMENTACIÓN TEÓRICA: 

 

 

 

 Las integrales de Fresnel son dos expresiones matemáticas muy propias del 

campo complejo, que definen las funciones coseno-complejo y seno-complejo, las 

cuales se expresan mediante las siguientes expresiones integrales: 

 

   
t

0

2
c dr

2

r
CostC


          (1.1.10.1) 

 

y: 

 

   
t

0

2
c dr

2

r
SentS


                    (1.1.10.2) 

 

y cuyos valores están correctamente tabulados para un amplio rango de valores de t, 

como se puede apreciar en la tabla 1.1.10.1. 

 

 Para grandes valores de t, esto es para t  5, las “formas asintóticas” de las 

integrales de Fresnel son las siguientes: 

 

  
2

t
Sen

t

1

2

1
tC

2
c 


           (1.1.10.3) 

 

y: 

 

  
2

t
Cos

t

1

2

1
tS

2
c 


           (1.1.10.4) 
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 La gran utilidad de las integrales de Fresnel radica en el hecho de que facilita 

enormemente la evaluación de dos integrales de tipo exponencial que son emplea-

das en temas avanzados de la Óptica, en efecto: 

 

       

2

1

2

1

2

1

2

1

2t

t

t

t

cc

t

t

2t

t

2

2

ri

tSitCdr
2

r
Senidr

2

r
Cosdre




    (1.1.10.5) 

 

&: 

 

           2

1

2

1

2

1

2

1

22

v

v

cc
u

u

u

u

cc
v

v

2

vi

2

ui

vSivCuSiuCdvedue  



     (1.1.10.6) 

 

 

 A continuación incluimos una tabla básica con los valores de las integrales de 

Fresnel para un adecuado margen de valores de t: 

 

TABLA DE VALORES DE LAS INTEGRALES DE FRESNEL 

t  tC c   tSc  t  tC c   tSc  

0,00 

0,10 

0,20 

0,30 

0,40 

 

0,50 

0,60 

0,70 

0,80 

0,90 

 

1,00 

1,10 

1,20 

1,30 

1,40 

 

1,50 

1,60 

0,0000 

0,1000 

0,1999 

0,2994 

0,3975 

 

0,4923 

0,5811 

0,6597 

0,7230 

0,7648 

 

0,7799 

0,7638 

0,7154 

0,6386 

0,5431 

 

0,4453 

0,3655 

0,0000 

0,0005 

0,0042 

0,0141 

0,0334 

 

0,0647 

0,1105 

0,1721 

0,2493 

0,3398 

 

0,4383 

0,5365 

0,6234 

0,6863 

0,7135 

 

0,6975 

0,6389 

7,00 

7,05 

7,10 

7,15 

7,20 

 

7,25 

7,30 

7,35 

7,40 

7,45 

 

7,50 

7,55 

7,60 

7,65 

7,70 

 

7,75 

7,80 

0,5455 

0,5206 

0,4733 

0,4562 

0,4887 

 

0,5338 

0,5393 

0,4987 

0,4601 

0,4697 

 

0,5160 

0,5422 

0,5156 

0,4697 

0,4628 

 

0,5038 

0,5395 

0,4997 

0,5402 

0,5360 

0,4918 

0,4572 

 

0,4719 

0,5190 

0,5433 

0,5161 

0,4698 

 

0,4607 

0,4999 

0,5389 

0,5285 

0,4820 

 

0,4591 

0,4896 
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1,70 

1,80 

1,90 

  

2,00 

2,10 

2,20 

2,30 

2,40 

 

2,50 

2,60 

2,70 

2,80 

2,90 

 

3,00 

3,10 

3,20 

3,30 

3,40 

 

3,50 

3,60 

3,70 

3,80 

3,90 

 

4,00 

4,10 

4,20 

4,30 

4,40 

0,3238 

0,3336 

0,3945 

 

0,4883 

0,5816 

0,6363 

0,6266 

0,5550 

 

0,4574 

0,3889 

0,3925 

0,4675 

0,5624 

 

0,6058 

0,5616 

0,4663 

0,4057 

0,4385 

 

0,5326 

0,5880 

0,5420 

0,4481 

0,4223 

 

0,4984 

0,5738 

0,5418 

0,4494 

0,4382 

0,5492 

0,4509 

0,3733 

 

0,3434 

0,3743 

0,4557 

0,5532 

0,6197 

 

0,6192 

0,5500 

0,4529 

0,3915 

0,4101 

 

0,4963 

0,5818 

0,5934 

0,5193 

0,4296 

 

0,4152 

0,4923 

0,5750 

0,5656 

0,4752 

 

0,4204 

0,4758 

0,5633 

0,5541 

0,4622 

7,85 

7,90 

7,95 

 

8,00 

8,05 

8,10 

8,15 

8,20 

 

8,25 

8,30 

8,35 

8,40 

8,45 

 

8,50 

8,55 

8,60 

8,65 

8,70 

 

8,75 

8,80 

8,85 

8,90 

8,95 

 

9,00 

9,05 

9,10 

9,15 

9,20 

0,5229 

0,4760 

0,4619 

 

0,4998 

0,5376 

0,5228 

0,4761 

0,4638 

 

0,5036 

0,5378 

0,5163 

0,4709 

0,4695 

 

0,5142 

0,5368 

0,5025 

0,4646 

0,4827 

 

0,5281 

0,5280 

0,4827 

0,4661 

0,5056 

 

0,5354 

0,5055 

0,4666 

0,4852 

0,5292 

0,5335 

0,5324 

0,4877 

 

0,4602 

0,4877 

0,5321 

0,5309 

0,4859 

 

0,4615 

0,4932 

0,5345 

0,5243 

0,4779 

 

0,4653 

0,5058 

0,5370 

0,5103 

0,4677 

 

0,4768 

0,5230 

0,5316 

0,4885 

0,4648 

 

0,4999 

0,5348 

0,5104 

0,4685 

0,4813 
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T  tC c   tSc  t  tC c   tSc  

4,50 

4,60 

4,70 

4,80 

4,90 

 

5,00 

5,05 

5,10 

5,15 

5,20 

 

5,25 

5,30 

5,35 

5,40 

5,45 

 

5,50 

5,55 

5,60 

5,65 

5,70 

 

5,75 

5,80 

5,85 

5,90 

5,95 

 

6,00 

6,05 

6,10 

6,15 

6,20 

 

6,25 

6,30 

6,35 

6,40 

6,45 

0,5261 

0,5673 

0,4914 

0,4337 

0,5002 

 

0,5636 

0,5449 

0,4998 

0,4553 

0,4389 

 

0,4610 

0,5078 

0,5490 

0,5572 

0,5269 

 

0,4784 

0,4456 

0,4517 

0,4926 

0,5385 

 

0,5551 

0,5298 

0,4818 

0,4486 

0,4566 

 

0,4995 

0,5424 

0,5495 

0,5147 

0,4676 

 

0,4493 

0,4760 

0,5240 

0,5496 

0,5292 

0,4342 

0,5162 

0,5673 

0,4967 

0,4349 

 

0,4992 

0,5442 

0,5624 

0,5427 

0,4969 

 

0,4536 

0,4405 

0,4662 

0,5140 

0,5519 

 

0,5537 

0,5181 

0,4700 

0,4442 

0,4595 

 

0,5049 

0,5461 

0,5513 

0,5163 

0,4688 

 

0,4469 

0,4689 

0,5165 

0,5496 

0,5398 

 

0,4954 

0,4555 

0,4560 

0,4965 

0,5398 

9,25 

9,30 

9,35 

9,40 

9,45 

 

9,50 

9,55 

9,60 

9,65 

9,70 

 

9,75 

9,80 

9,85 

9,90 

9,95 

 

10,00 

10,05 

10,10 

10,15 

10,20 

 

10,25 

10,30 

10,35 

10,40 

10,45 

 

10,50 

10,55 

10,60 

10,65 

10,70 

 

10,75 

10,80 

10,85 

10,90 

10,95 

0,5220 

0,4762 

0,4731 

0,5181 

0,5301 

 

0,4873 

0,4682 

0,5081 

0,5325 

0,4955 

 

0,4674 

0,5019 

0,5324 

0,4996 

0,4679 

 

0,4999 

0,5317 

0,4996 

0,4686 

0,5019 

 

0,5310 

0,4957 

0,4697 

0,5075 

0,5290 

 

0,4884 

0,4731 

0,5161 

0,5237 

0,4793 

 

0,4811 

0,5249 

0,5125 

0,4720 

0,4955 

0,5266 

0,5247 

0,4791 

0,4713 

0,5153 

 

0, 5311 

0, 4897 

0, 4678 

0, 5062 

0, 5326 

 

0, 4969 

0,4675 

0,5010 

0,5322 

0,5000 

 

0,4681 

0,5000 

0,5316 

0,4990 

0,4688 

 

0,5030 

0,5307 

0,4942 

0,4703 

0,5095 

 

0,5281 

0,4862 

0,4745 

0,5184 

0,5215 

 

0,4771 

0,4841 

0,5266 

0,5087 

0,4712 
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6,50 

6,55 

6,60 

6,65 

6,70 

 

6,75 

6,80 

6,85 

6,90 

6,95 

 

0,4816 

0,4520 

0,4690 

0,5161 

0,5468 

 

0,5302 

0,4831 

0,4539 

0,4732 

0,5207 

 

0,5454 

0,5078 

0,4631 

0,4549 

0,4915 

 

0,5363 

0,5437 

0,5060 

0,4624 

0,4591 

 

11,00 

11,05 

11,10 

11,15 

11,20 

 

11,25 

11,30 

11,35 

11,40 

11,45 

 

0,5290 

0,4954 

0,4728 

0,5138 

0,5220 

 

0,4781 

0,4867 

0,5270 

0,5018 

0,4724 

 

0,4999 

0,5285 

0,4907 

0,4749 

0,5181 

 

0,5181 

0,4750 

0,4922 

0,5280 

0,4956 

 
 

T a b l a   1 . 1 . 1 0 . 1 
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3) PROBLEMAS MODELO: 

 

Ejercicio modelo 1.1.10.1 

 

Evalúe la integral 
10

5

2

2

dre

ri

. 

   
            

i4992,05636,0i4681,04999,0

5Si5C10Si10CtSitCdre cccc10

5

cc

10

5

2

ri 2






 

   idre

ri

0311,00637,0

10

5

2

2




 

 

 

Ejercicio modelo 1.1.10.2 

 

Evalúe la expresión  
4

2

8

6

22

22

dvedue

viui 

. 

 

   

         

                 

  

   iEEii

iiii

SiCSiCSiCSiC

vSivCuSiuCdvedue

cccccccc

cccc

viui

44357,1302107,10133,03000,0077,00101,0

4469,04995,04602,04998,03434,04883,04204,04984,0

66882244

8

6

4

2

4

2

8

6

22

22
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4) EVALUACIÓN DE LOGROS: 

 

 

a) Resuelva, en su cuaderno de ejercicios, los siguientes problemas: 

 

1- Evalúe la integral 
4

3

2

2

dxe

xi

.                                     Sol.  -0,1074 – 0,0759i 

 

2- Evalúe la integral 
8.1

4.1

2

2

due

ui

.                                     Sol. -0,2095 – 0,2626i 

 

3- Evalúe la expresión  
5.5

1

5.7

5.2

22

22

dyedxe

yixi 

.                  Sol. -3,022 E -3 + 0,03785 
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5) LISTADO DE ANIMACIONES-DESCRIPCIÓN 

 

 

 

a) Conceptuales: este grupo de animaciones que se presenta a continuación tratan 

de conceptos importantes del tema Integrales de Fresnel. 

 

OP1110C01 

OP1110C02 

OP1110C03 

 

 

b) Ejercitativas: este grupo de animaciones  ejercitativas hará que el alumno apli-

que y refuerce lo aprendido en la parte conceptual. 

 

OP1110E01 

OP1110E02 

OP1110E03 

 

 

 

c) Lúdicas: esta animación sirve para que el alumno complemente sus conocimien-

tos jugando, a la vez aprendiendo.  

 

OP1110L01 
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6) ANIMACIÓN DE MUESTRA: 

 

 

 

 

 

 

 

Descripción: 

 

Este tipo de animación es ejercitativa en la cual vamos a observar la utilización de 

las Integrales de Fresnel podemos observar una de las gráficas muy importantes 

como es la de  “Cornu”. 
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CONCLUSIONES 

 

 

 

 El programa Modellus es un programa informático que facilita el 

aprendizaje y comprensión  de la nivelación matemática. 

 

 

 El estudio de nivelación matemática es indispensable para la estu-

dio de la Óptica y la Matemática Superior. 

 

 

 Con la ayuda de este tipo de programas  favorece que el alumno 

se interese por el tema, experimente con técnicas de aprendizaje y tenga una ense-

ñanza interactiva. 

 

 

 Este tipo de programa hace que el alumno desarrolle su motricidad, 

su pensamiento, su creatividad, sus habilidades físicas como mentales. 

 

 

 Con este software el usuario tendrá un instrumento de ayuda para 

el estudio de este campo y sabrá como relacionar las simulaciones con lo que ocurre 

en la vida real.  

 

 Se concluye que el presente proyecto servirá de base para el estu-

dio posterior e investigaciones de las futuras generaciones, así como de base para 

el estudio del campo Físico y la Óptica, perfeccionando cada vez más el análisis de 

estos temas. 
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RECOMENDACIONES 

                

 

     

 Se recomienda a los usuarios revisar el instructivo o manual para la 

debida utilización de este programa informático. 

 

 

 Este tipo de software educativo y el  conocimiento del docente hará 

que la enseñanza- aprendizaje para los alumnos sea el más eficiente y excelente. 

 
  

 Es muy importante que se siga con la investigación sobre la utiliza-

ción de estos programas educativos para una buena comprensión. 

 

 

 Es aconsejable prestar atención a las indicaciones de cada anima-

ción previa a la reproducción de la misma, para lograr el mejor aprendizaje. 

 

 

 Es muy importante que el estudiante luego de recibir los conoci-

mientos impartidos por el docente, refuerce su aprendizaje revisando las animacio-

nes realizadas las cuales están conformadas en el siguiente orden: primero concep-

tuales, seguidas de ejercitativas y finalmente las lúdicas. 

  

 Es recomendable relacionarse con la nomenclatura, palabras  cla-

ves, y códigos para facilitar su uso. 
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http://es.wikipedia.org/wiki/Función_gamma 
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